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張紘誠、邱淑惠整理
今天我要講的題目是有關於數學哲學和數學教育。當初單老師來找我，希望我來講對於於數學哲學和數學教育有關係的題目，我聽了很驚訝，因為一般在專業的系所裡面，去研究不同領域的東西是很危險的一件事。為什麼呢？去年在普林斯敦的一個很高明的研究單位，有一個物理學家，他年紀很輕就被就被挖過去做研究，希望他對天文物理方面有幫助，那做了很多年天文物理工作是很多，但後來卻越來越喜歡研究哲學，還自己搞了一個研究單位，研究哲學和宗教的關係，還提倡什麼現象學的。講了太多普林斯敦要把他開除，然後就陸陸續續打了好幾年的官司，之後有一些學者聲援他，最後普林斯敦就不打官司了，說要私下和解。可見在科學研究單位談哲學談多了是有危險的，但是我在想難道我們平常都不思考我們在做什麼事？在幹什麼嗎？如果你在想想你所做的事，它的意義跟周邊的的關係，我認為這都跟廣義的哲學有關。

我今天所要講的哲學是Rota的數學哲學，就我對Rota這個人，我對他感到特別的好奇，第一個他是對於當代組合學非常了不起的開山祖師之一，而他又對哲學相當的有研究，他是麻省理工學院第一個數學和哲學教授，他的哲學在英美的主流裡面，坦白來講並不受到重視，因為他講的哲學跟其他人不太一樣。因為我本身對哲學也有興趣，所以我就注意到Rota的哲學，這次有機會來演講，我就把Rota的數學哲學來介紹給大家，跟大家分享。

Rota他的本名是Gian-Carlo Rota（1932-1999），他出生於義大利，父親Giovanni Rota是一位工程師，在當地是一位非常有名的一個反法西斯主義的人。所以在二次世界大戰晚期，義大利的獨裁者墨索理尼要抓他，那他爸爸就帶著Rota逃到瑞士，然後又逃到厄瓜多爾，所以Rota的高中教育在厄瓜多爾，也就是這樣到處流浪，Rota他至少會五種語言。Rota在1953年到美國普林斯敦念大學，而後碩士和博士都在耶魯拿的，在1956年跟Treesa Rondon結婚，59年進入MIT當教授，72年得到哲學教授的學位，之後又陸陸續續的得到了許多獎。
Rota他在談到哲學時，寫的文章並不多，常常會提到許多哲學家，其中最常談到的是胡賽爾（Edmund Husserl 1859-1938），其次還有海德格（Martin Heidegger 1889-1976）跟維根斯坦（Ludwig Wittgenstein 1889-1951）。

Rota的哲學他自己號稱來自於胡賽爾的現象學，那麼胡賽爾是個怎樣的人呢？他在1859年出生於Moravia，在1876到78年期間學數學、物理和天文學，1878年他跑到Berlin去學數學到1883年得到了博士，後來他當助理，可是他的心已慢慢離開了數學變哲學，如果Weierstrass繼續留他當助理，他以後會如何很難講，他自己就找了個機會離開柏林回去維也納搞起哲學，搞起哲學中間經過一番經歷，在1890年他有最重要的作品－算數的哲學，1891到1901年間他整個哲學觀點有很大的轉變，1991年之前他的著作都不算什麼，91年之後，他引進來所謂的現象學，那胡賽爾他一輩子在現象學的工作非常勤快，死後他留下的手稿有四萬多頁，用的都是德國的一種簡寫的符號，那種符號只有老派的德國人，像哥得爾這些少數的名家才看的懂，現在越來越少人懂得這種寫法了，這就是Rota哲學的主要來源。

因為我要講這東西，我自己想我是不是也要把胡賽爾的現象學拿來看呢？結果連我這個對於哲學有點興趣的人來看都看不下去，後來我發現Rota他只是用少部分胡賽爾的現象學，所以不要管胡賽爾的現象學是怎麼樣，也可以了解Rota的哲學。不過胡賽爾有一句有名的話，代表他的中心思想，就是『To the matters themselves』，意思是回到事物的本身。那這有兩方面的意思，第一個是要看當今事物的發展中心，第二個是哲學的現象是對一個人、社會文化及週遭環境總總有錯綜複雜的關係。那麼Rota對於數學的看法基本上就是照這個方向來發揮。

我今天講的Rota他有一些作品，有一部份的東西是講他對數學哲學的觀點。其中我要講三篇Rota的文章，這三篇都是以什麼什麼的現象學為名，第一篇是The Phenomenology of Mathematical Truth（數學真理的現象學），Rota他寫文章筆下通常都有點誇張，不像論文一樣冷冰冰的，他是像寫文學那樣帶有豐富情感的，這種寫法讓我們會不習慣，思想上會帶點衝擊。像這篇文章一開始就講到說，數學家認為的真理常常是跟真正的真理相矛盾的，如果我們要真正了解數學真理的概念的話，你必須要好好冷靜的來看數學家到底在做什麼？而不是他們說他們在做什麼，也不是哲學家說數學家應該要做什麼，也就是說數學家平常所說的真理並不是他日常生活所做的真理，意思是說要回到事情的本質。那麼第一步是我們看一般對於數學理論的描述，數學理論是由公理、初使的概念、符號和一些推論的原則，數學理論是真的話，它可以從公理裡面根據一定的規則推論出來，這就是所謂的Conventional description，其實如果我們去看數學的發展史，所謂的Conventional description，一般教科書講的都是一樣的意思，這樣的看法是受到19世紀後期的影響，那是在數學基礎上發生一些困難，慢慢的公理化的方法被提升到更高的層次，久而久之到了20世紀，數學公理被認為是公理化的東西。第一個我要強調的是我們看一件事情，是需要時間的dimension，其實大家認為理所當然的東西，並不從古都是如此，你必須了解在哪一個時段是理所當然。Rota也是強調這樣，他就針對conventional提出他的批判，他說數學的定理從原則上來講，也許是從恆真式推導出來，但是邏輯上來講也許是trivial的事情，對數學的意義，他並不是那麼容易就得到也不是顯然易見。

事實上數學的書哪有都是用邏輯推導出來的，曾經有人有做過這樣的嘗試，要把數學從邏輯的基礎上重新導出來，結果那符號複雜的可怕，很簡單的數學式子通通都要用新的系統來界定，搞了很久很久。所以說increate這件是從來都沒有全盤被執行，Rota的觀點就說，所謂的increate是隱藏一種規範性的講法，因此他的看法在這種公理系統推導出來的是一種形式的真理。這種形式的真理就是說在一個形式的系統裡面去驗證他推導的事情。

    那麼我發覺Rota他在談哲學的時候都會談到數學教育，不過他 所講的數學教育是著重在數學家發展的養成教育。他說你應該教給你的學生說數學真理是什麼，應該是我們平常在談話，非形式上的那種真理，那種真理他認為是命題跟世界是可以吻合的，這才是數學家作數學真理的概念，而這個概念是跟其他的科學家比較接近。

    Rota他說一個好的數學老師，再教學的過程當中，你要把事件的事實跟命理吻合的真理概念跟學生講，而不是說講得那麼形式化，那只是記錄真理，記錄真理的一種方法，真正要掌握對真理的了解是要跟世界吻合的事情，因此他說對於真理形式主義的講法，都不是從本質上去了解。可是他認為實質的真理跟形式上的真理有一種基本的關係，是分不開的。

至少Rota提出這樣的概念，實質上的真理跟形式上的真理，這中間有一種很特殊的關係，有一種很基本的關係，但你不能把跟世界吻合的真理回歸到表達數學的那種形式真理，就認為把事情全部講完。因此他認為數學的真理從哲學上來看跟物理或化學的真理是沒有什麼差別的。

他舉了一個例子，他說這是他對數學真理的一種看法，接下來他用現象學的方法，假如我們看到實質東西，是有矛盾的變相的話，我們不能建立一個新的系統，用一種方向把它完全的絕對化，而另外一邊把它完全的抹煞。所以Rota就故意自打嘴巴說我現在對真理又有另一套看法，跟剛剛的看法是完全的背反，怎麼講，真理是跟顯然易見的事情有關係。

再說Rota他自己本身的工作習慣是很喜歡跟別人分享，他在MIT做研究的時候，常常給人意見，不會自己關起門來做研究的，其實在Rota的哲學裡面我發覺，數學的發展其學問不一定有什麼必然性，所以Rota就說你們數學家在追求真理嗎？並不是一個數學家發現一個真理就好了，他必須把它一步一步變成顯然易見的，你要把一個難的東西搞到最後變成似乎是理所當然的事，所以他就講說很多人認為數學家很了不起，發覺新的定理搞新的東西，沒這回事，大部分的人都在做已經做過的事再重新做一次。所以他拿這兩種對數學真理不同的認識做對比，話是這樣講，我們想想看好了，為什麼我們生活在世界上，現在做的這些事，心理所想的跟說的一樣，但做的不一樣，身心不就分離了，後來我發覺不是光講數學哲學，其實我們在人生社會哪裡不是身心分離，所以我們人是身心分離的東西。很多年以後我想我年輕的時候為什麼會想念邏輯，是為了追求數學根本的東西需要邏輯基礎很好，後來很多年以後我有一個深刻的體會，誰最怕矛盾？只有我們數學家最怕矛盾，我們數學系統發生矛盾就完蛋了，但所有發生矛盾的地方都是概念，我們人生活著發生矛盾有什麼關係呢！沒這回事情，矛盾不會把車子撞壞，火車相撞不是矛盾，概念發生矛盾很可怕但實質就不怎樣了。所以Rota的哲學就在講，常常一語驚醒夢中人，到頭來所做的研究沒什麼了不起，原來所做的研究就在生活四周。

前面主要講的這些概念，發覺現在數學的進展並不是一種優異化的趨勢，在歷史上來講常常有斷裂的現象，甚至還倒退。真正的數學的發展是沒有最終的也不是一直前進的。

第二篇是The Phenomenology of Mathematical Truth，這也是來自於胡賽爾的現象學，如果前面有掌握的話，就不必管現象學在講什麼，對於Rota的哲學就可以了解。第二個主要是講我們平常談數學的哲學，集中在公理系統，我覺得到了後來數學哲學的研究越來越狹隘了，到後來便成公理系統的研究，數學變成形式化，到後來變成集合論的研究，這整個對於數學宏觀的世界是沒有什麼改變的，所以Rota強調說我們對於數學的了解其理論的證明有不同的了解，有其他的清晰證明，那麼這些東西都值得我們認真的去分析，這些概念的深刻了解對於數學性質的認識是有幫助的，而不是限制於形式上的了解。那還有就是說對於現象學對於真實理解的事情的了解，不回排除社會、心理主觀的因素，我們就常講有些哲學家是要追求客觀，主觀的要素是要把它排除，事實上對數學來講是需要的。再來就是說不要輕易的規範對於數學的看法，我們應該是要看實際上真實的情況，總而言之還是要回到事物的本質。

還有一說是在數學裡面到底是定理重要還是證明重要，有一種是說數學的式子是把世界的一些事實展現給你看，你不要管這些式子是怎麼來的，這些式子才是重要的事實。譬如說費瑪定理，這麼偉大的定理他的敘述是什麼意思，沒麼意思。還有Rota說在數論裡面，很多數論的名題都是沒什麼意義的。

第三篇現象學是講數學的美，什麼樣的數學可以說是美？可以講出一套理論，可以證明中間一個步驟，對於定義都可以講出一種美。Rota他對於數學定義非常重視的，他說一個好的數研究是從好的數學定義開始的，而好的哲學研究終結於一個好的定義。那麼一個被稱為美的數學定理其證明過程不一定是美的，而美的證明過程其定理也不一定是美的。Rota他說一班人對於數學的美有一種誤解，就像開電燈泡的錯誤，就像電燈一開就亮，數學一看就說是美，這是錯誤的，他說所有的數學要經過長期的追尋，對個東西的理解到一定的深刻程度，才能體會它的美。所以他說在教育上開鑑賞數學之美這種鑑賞課是沒用的，他認為沒有辛苦的去長期研究，是不可能真的了解數學的美的。

以上這三篇是我大概介紹Rota的數學哲學，在這我只是概略的提一下，要真正的介紹是講不完的，還是要靠自己去慢慢理解Rota的數學哲學。

