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中文摘要 

 

本論文主要針對我國與英國一到十年級數學教材中三角函數相關主題進行

探討。分別摘錄兩國教材中與三角函數相關的數學知識要點與定義敘述，

比較兩國鋪陳三角函數相關課題異同並加以評析、詮釋。最後歸納結論與

建議，提供我國數學課程在三角函數相關主題編製發展上參考意見。 

  本文撰寫採用內容分析、文獻分析法與貝瑞岱的比較教育研究法進行

兩國教材內容的比較。從比較兩國數學教科書鋪陳三角函數單元的過程

中，歸納相關議題與特色，列出值得台灣觀摩與參考學習之項目。冀望這

些結論與建議能對發展中的九十八年版高中數學教材在三角函數單元之修

訂，做出實質貢獻。 

                                     
                                            

關鍵字 

數學領域教材比較、數學教科書、三角函數、英國教科書。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



英文摘要 

Abstract 

 

The purpose of this thesis is mainly on the discussion and comparison between 

some mathematics subjects about trigonometry for grades 1--10 textbooks of 

Taiwan and England. We also indicate individual introductions of the main ideas 

and interpret some topics associate with trigonometric functions. Finally, we give 

conclusions and suggestions as references to the development of the textbooks in 

Taiwan. 

In the comparison part, we adopted Content Analysis, Document Analysis 

and George Bereday's Comparative Method. In the process of comparing the 

relative knowledge about trigonometric functions in the textbooks of these two 

countries, we got to conclude some important subjects and characteristics. In this 

end, we made a list of suggestions that would be worthwhile for us to think about. 

It is our hope that these conclusions and suggestions can make some substantial 

contributions to the future mathematics textbooks of senior high school in Taiwan, 

2009. 

 
 
keywords:  

comparative mathematics education, mathematics textbook, trigonometric function, 

the textbook of England. 
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第 1章 緒論 

1.1 研究動機  

我國曾於民國 82、83 年陸續修訂國小、國中數學課程標準，並於 85、86 學年

度分別實施國小、國中數學課程，而九年一貫的數學課程則於 90 學年度起分四

個學年度逐步實施完成，期間以九年一貫數學科暫時施行綱要作為課程依據。 

  民國 83 年課程標準將三角函數列入國中選修教材，先行認識三角函數基礎

知識，於高中階段加深加廣三角函數的內容。受國中學力基本測驗不考選修教

材的影響，這個單元的學習成效可能大幅降低，進而影響了高中的教學 [1]。爾

後九年一貫課程，三角函數也未列入數學綱要之中。 

  九年一貫數學領域正式綱要公佈施行後，我們很清楚地看到三角函數章節

完全被刪除，就連數值三角比的單元也完全不在正綱公佈的內容規定中。因

此，九年一貫課程實施後，使得升學進入高中、高職就讀的學生比以前具備較

少的三角函數相關知識。第一群在暫行綱要下學習而且完全使用九年一貫教材

為背景的學生，就是 94 學年度進入後期中等教育的新鮮人。然而值得注意的是

在三角函數單元，這群新鮮人所學習的暫行綱要與實質課程內涵，相較於以往

高中課程綱要的教材卻是沒有經過顯著剪裁的課程。 

  綜觀上述整體學制結構與綱要單元內銜接的憂慮，不免令人提出下列問

題：1. 對於三角函數之鋪陳，現行高中課程的編排和早期分屬在國中、高中課

程的安排，學生學習上整體成效之差別為何？2. 後期中等教育三角函數課程應

該如何鋪陳與剪裁較為適切？ 

  為了避免學生無法順利銜接後期中等教育數學課程的問題，進而影響高等

及技職教育的人才培育，造成國家整體競爭力下滑等不良影響，政府除了發行

《樂在數學參考手冊》因應輿情反應國小學生計算能力日漸低落的呼籲外，陸

續也針對中等與後期中等教育的暫行、正式綱要之銜接和施行方面作了許多相

關研究，而本論文則鎖定「三角函數」之主題提供教學現場和課程編製作為參

考。 
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1.2 研究背景 

1.2.1 選擇三角函數作為研究主題的原因 

依據教育部指導，中正大學執行之「九年一貫數學學習領域-銜接高中課程教材

九十四學年度銜接教學說明」[2]。數學科銜接教材是銜接九年一貫暫行綱要課

程與高中課程內容落差，主題包括「乘法公式與多項式」、「因式分解」、

「平方根與立方根」、「一元二次方程式的解」、「線型函數與二次函數」、

「不等式」、「數列與級數」以及「幾何與三角函數」等八個單元。 

其中「三角函數」的單元相較於其他需要銜接之單元具有其在課程編寫結

構上的顯著改變。以民國  83 年課程標準而言，三角函數列入選修教材，先行

認識三角函數基礎知識，於後期中等教育階段對於三角函數的內容更加深入，

共有兩階段學習，卻在現行綱要下於高中一階段完成學習此單元。其他需要銜

接的課程單元，多僅止於數學運算上的熟練度，少有概念認知上的根本問題。

而在現行綱要下三角函數單元的教學情況與民國  83 年課程標準相比，則是期

待現在後期中等教育的學生在較短時間內，能夠完成認知心理學中訊息處理論

的各階段訊息處理和記憶過程。 

 

1.2.2 選用台灣教科書作為研究對象的原則 

坊間經教育部審定通過的教科書相當多，有「仁林」、「康軒」、「南一」、

「龍騰」和「翰林」等出版社所發行之教科書。唯各家出版社皆有其發行的主

要對象，像是「仁林」、「康軒」以國小、國中階段的學生為主，「龍騰」、

「翰林」以國、高中階段的學生為主。「部編本」數學領域自 94 學年度起開始

逐年供書，版本尚未齊全，95 學年度國小、國中的部分將分別出版到二年級、

八年級，預計 99 學年度九個年級都有「部編本」可使用。目前南一版的教科書

為市場上少數完整有 12 年從國小到國中且具有代表性的教科書。在同一份綱要

下，分析一份結構體系較為完整的 12 年一套之教材，相信較需要考慮其他銜接

困難與轉換教材的出版教科書具有更多分析上的價值。 
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1.2.3 選用英國教科書作為台灣教材內容分析與比較依據的原因 

1988 年英國公佈國定標準課程，此標準課程的涵蓋範圍是從 1 到 11 年級的義務

教育，包括小學六年與中學五年，其結束時間相當於我國高二。在英國教育政

策「權力下放」原則中，隱含著英國國定標準課程的特色，也就是教師於教學

上的「彰權益能」，其中一個特徵為，教師在將標準課程中規定的主題妥適教

學前提下，於教科書的選擇和教學使用上有著寬廣的空間。而在國定課程標準

中每個科目除了經資格暨課程局（QCA: Qualification and Curriculum Authority）負

責設計的教學主題，並針對不同主題設計不同層次的能力指標 。 

  上述英國教育政策背景和英國國定標準課程內涵與台灣的政策和現行九年

一貫課程綱要中的能力指標相仿，而英國在高年級能力指標顯得較淺。若選擇

英國教育現場有代表性的教科書，相信在分析台灣數學科教材之外能有具體的

參照對象，對於此論文研究和台灣數學科教材的編製有正面幫助的意義。 

 

1.3 研究目的與問題 

1.3.1 研究目的 

認知結構學習論中，Bruner 的發現學習論和 Ausubel 的意義學習論均強調學習

新知識時，先備知識的重要性[3]。而 Ausubel 的認知學習同化論更認為有意義

的學習必須「將新概念或新知識的學習建立在舊概念或舊知識的既有基礎之

上。」影響有意義學習的主要因素：「概念與概念間的關係」及「學習者的先

備知識」[4]。 

  基於上述研究動機和背景，三角函數的主題雖然沒有納入九年一貫的數學

教材中，但在後期中等教育高中部分，三角函數單元仍佔數學科教材頗重的比

例。如果，三角函數單元為高中數學課程中的重要內容，那麼在九年一貫數學

科課程綱要的前提下，學生所學習的教材是否提供了足以令學生有意義學習三

角函數的「先備知識」？因此本研究的目的如下所述： 

1. 分析台灣與英國數學課程對於三角函數之先備知識及主題編排。 

2. 並列陳述台灣與英國數學教材中，與三角函數課程內容相關之主題類目。進 

一步詮釋三角函數與相關主題分別在台灣和英國數學教材中的一貫性、銜接

性，並期望能對數學課程中三角函數單元的編製作出建議。 

 

 3



1.3.2 待答問題 

1. 台灣與英國教材中，哪些主題與三角函數單元有關? 

2. 在進入三角函數單元前及三角函數單元內，台灣與英國各年級教材在相關主 

    題上的課程設計異同。 

3. 評析英國教材有哪些教學活動，可以提供編製三角函數課程參考? 

4. 台灣和英國教材中有哪些潛在課程會影響學生學習? 

 

1.4 研究範圍及限制

本研究主要目的是陳述、分析並且詮釋台灣、英國的數學教科書中，三角函數

相關知識之鋪陳和差異。由於目前台灣、英國數學教科書版本眾多，以研究時

間、能力及資料蒐集是否完整之考量，所以，本研究在台灣方面以結構體系較

為完整的 12 年一套教材之版本為主研究對象，其他版本為輔研究對象。英國方

面為依據英國「國定標準數學課程綱要」所出版之教材，小學（KS1-KS2）部

份為 Elmwood Press 出版之「Target Maths」；中學（KS3）部份為劍橋大學於

2003 出版之「SMP INTERACT FOR THE MATHEMATICS FRAMEWORK」

（core）；高一（KS4）部分為「SMP INTERACT FOR GCSE MATHEMATICS」，

且此為英國廣泛使用的教科書。 

 

1.5 名詞釋義 

1.5.1 本研究中所提台灣之「課程綱要」、「教科書」名詞，依照九年一貫課

程和後期中等教育課程分述如下： 

(1) 九年一貫課程國小、國中方面 

由於目前 94 學年度高一學生，在九年一貫課程中學習時所使用之課程標準為民

國 89 年公佈，90 學年度起施行之九年一貫課程標準暫行綱要。本研究論文據

此緣由，所採用之「課程綱要」、「教科書」等名詞在九年一貫國小、國中方

面，是指九年一貫課程標準暫行綱要及依照九年一貫暫行綱要審定通過之教科

書。 
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(2) 後期中等教育高中方面 

現行高級中學數學課程標準為教育部於 72 學年度公佈，再於 81 學年度起進行

修訂高級中學數學課程標準。教育部於民國 84 年發布，並開放教科書的編撰，

這些教科書已於 88 學年度開始採用。教育部於 88 學年度開放全國各高級中學

之數學教科書，並且以教育部 84 年 10 月發布的高級中學數學課程標準為基

準，由「一綱一本」的單行本到「一綱多本」的多元選擇。由上所述，本研究

論文中高中部分所提到之「課程綱要」、「教科書」等相關名詞是依照教育部 

84 年 10 月發布的高級中學數學課程標準定義之。 

 

1.5.2 本研究中所提英國之「課程綱要」、「教科書」名詞 

文中英國之「課程綱要」是指英國的國家課程標準，它是由主管課程、評量與

核發證書的資格暨課程局（QCA: Qualification and Curriculum Authority）負責設

計。QCA 之下設有數學課程委員會（QCA Mathematics Team），至少在最近幾

年看來是一個常設委員會，因為他們每季（term）都會公告一些背景或進度說

明，而每年公布一份調查報告。本研究採用的英國數學課程綱要版本是 1999 年

由教育部和 QCA 共同出版的《數學課程標準》，本研究論文中簡稱《標準》。

而英國「教科書」從小學 KS1 起，都是依照此《標準》編製，民間書商自由發

行，提供學校現場使用。 
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第 2章 文獻探討 

本章依據研究目的探討教材中三角函數相關知識內容，並檢視台灣教材在編製

三角函數相關知識的一致性和妥適性，針對相關文獻進行研究分析，以下將分

四節探討，分別為第一節「台灣和英國數學課程設計理念與目的」：探討兩國

數學課程的設計背景，掌握教學目的、目標；第二節「三角函數的內涵演進與

台灣教材目標之轉變」：藉由三角函數單元內之章節名稱及目標探討近年來三

角函數教材的變遷；第三節「三角函數相關研究」：以相關研究者的經驗、結

論和建議，使本研究能更順利進行；第四節「概念構圖理論與應用」，以一種

規則，有計畫性的概念構圖，加以連結教材中三角函數相關知識。 

 

2.1 台灣和英國數學課程設計理念與目的 

課程涵義很廣，黃政傑教授綜合整理各界對於課程的定義為：課程即教材、經

驗、目標和計畫四大類，一般認為教科書為教材的一類，是指文字或表編製設

計而成之教材。所以在研究分析教科書前，本節針對課程設計理念、台灣與英

國之數學教育精神和指導進行探討，使研究分析時更能掌握台灣與英國之教材

設計概念與發展方向。 

林前部長清江先生曾宣示，國民中小學課程，要培養學生具備「帶著走的

基本能力，拋掉背不動的書包與學習繁雜的知識教材」，敘述著現今九年一貫

課程的理想和方向。九年一貫課程綱要無論在內容、形式和精神上，與過去的

課程標準均有相當大的突破，展現了不同的風貌和特色。 

黃政傑教授認為課程設計有四種值得重視的理論取向：第一種取向強調知

識體系，以學科為課程設計的核心；第二種強調學生的需要、興趣和能力，稱

為學生中心；第三種強調社會取向，分成社會適應和社會重建兩種觀點；第四

種強調科技應用，主要強調客觀化和系統化的課程設計程序[5]。 

黃光雄、蔡清田兩位教授[5]認為設計課程的意識形態取向有四種，即：精

粹主義取向、經驗主義取向、社會行為主義取向和科技主義取向，均強調從學

科中轉而以統整、專業、科技為中心之設計理念。 

陳伯璋教授[6]認為九年一貫課程綱要的修訂乃反映了下述世紀末的時代精

神：反集權、反學科本位及反精英導向，同時認為課程發展有其理論基礎，但
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絕非單一理論，尤其是經過知識再分配及權力協調的過程，他從人文主義，後

現代主義及知識社會學角度，在分析中強調「學習權」取代「教育權」、「帶

好每位學生」、提供每個人適性教育並且不放棄每位學生、對弱勢族群學習機

會的提供等，反映人文主義的訴求。又對去中心化、反權威、反體制、非連續

性、多元化的時代精神提出「差異策略」、「對抗文本」、「對抗記憶」的後

現代主義主張，及強調重「統整性」而輕「聚集性」之課程走向。 

 

2.1.1 台灣數學教育精神和指導 

台灣自民國九十年實施九年一貫數學課程，九年一貫課程總目標強調的是能力

的開拓，是要為國民的終身學習奠下基礎，以因應社會的變遷，這有別於僅是

知識的傳授。這不但沒減低數學的重要性，反而能使數學課程顧及技術層面

外，更重視與其他領域的連結，更強調解決問題，以及與他人溝通等各種能力

的培養，這些能力就是幫學生發展如何學與樂於學的基礎[7]。 

九年一貫的數學課程期望學生達成下列目標： 

  1. 掌握數、量、形的概念與關係。 

  2. 培養日常所需的數學素養。 

  3. 發展形成數學問題與解決數學問題的能力。 

  4. 發展以數學作為明確表達、理性溝通工具的能力。 

  5. 培養數學的批判分析能力。 

  6. 培養欣賞數學的能力。 

  為了達成這些目標，數學課程的發展應以生活為中心，配合各階段學生的

身心與思考型態的發展歷程，提供適合學生能力與興趣的學習方式，據以發展

數學學習活動。 

 

2.1.2 英國數學教育精神和指導 

 英國國家數學課程的推出背景 

英國是數學教育改革最早的國家之一。隨著新數學運動的挫折，英國也對其數

學課程作了重大調整。比如曾於 1960 年代在世界廣為傳播的 SMP 數學教材，

如今其面貌已為之一新。多種教材目前也正在英國流行，這些教材圖文並茂，

趣味性強，各具特色，學校可自行決定使用何種教材。 
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  儘管學生的負擔有所減輕，但是他們在學習中暴露的問題不少，例如：英

國的教育長久以來主要由私立機構提供，只有少數而且通常來自中上階層家庭

的人，才能進入極為昂貴且篩選極其嚴格的所謂文法學校接受基礎教育，而幾

乎也只有這些學校畢業的學生才有機會獲得高等教育。這使廣大教師，家長和

教育部門甚為不滿。在大眾的要求下，從 1980 年代起，在英國國內，再次進行

數學教育改革改革。1982 年，以 W.H. Cockcroft 博士為首的英國國家教學委員

會發表了題為《 Mathematics Counts 》的報告，這是英國數學教學改革的綱領

性文件。以該文件為背景，1988 年，英國實行教育改革法，成立了國家課程委

員會，對主要科目提出了改革方案，數學是其中科目之一。1989 年，經議會通

過，由英國教育科學大臣和威爾士事務大臣簽署命令，全國實行統一的國家課

程。工黨在 1997 年執政以後，以較快的步伐發佈了許多新法案或者政策白皮

書，但是改革畢竟不是革命，新政權也承續了許多傳統的作法或建議。例如著

名的狄林報告《 Dearing Report 》[E3]是在 1996 年五月受委託展開研究，為期

一年而在 1997 年七月完成，從這份厚達 1700 頁的報告可以看到工黨執政後的

教改藍圖。 

 

 製定英國國定數學課程目的與其指導精神 

在英國國定數學課程的網頁中，並沒有具體敘述出英國國定數學課程的目的，

但根據相關二手資料的文獻，仍有整理一些關於英國國定數學課程目的與其指

導精神的紀錄。 

香港與亞洲及西方各主要國家地區的數學課程比較報告中指出英國數學課

程目的如下[8]： 

1. 培養數學學習及應用的積極態度 

2. 培養數學應用的能力及信心 

3. 培養欣賞數學的本質及過程、解釋現實世界的數學觀念、數學美及數學史 

4. 培養口頭或書面交流、閱讀和理解數學的能力 

5. 使學生獲得在數學、其他學科及就業時所需的數學知識、 技能及態度 

6. 培養在數學發展及應用中的模型化、一般化和解釋結果的能力 

7. 培養更一般性的學習及思考技能， 如決策等 

8. 培養適當使用計算器和計算機的能力， 包括使用各種軟件套 
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9. 培養邏輯地辯論及嚴格性的理解能力 

10. 使學生獲得解決各種數學問題的策略 

依據英國國家課程委員會 1995 編寫出版的國家數學課程指導書中，英國制

定國定數學課程目的與指導精神分述如下[9]： 

 國定數學課程目的 

1. 提升全國數學水準，使學生能掌握一定的數學知識和技能，不僅能滿足畢業

後參加各項工作的需要，而且能適應二十一世紀科學技術發展的要求，使得

兒童長成後，在下一世紀充滿競爭意識的成人世界中得以生存和發展。  

2. 鼓勵學生有更多機會在實踐中學習數學。  

3. 為教師提供數學教學的明確目標，同時為學生提供數學學習的有關標準。  

4. 為家長提供其子女學習數學的準確的可評估的訊息，究竟可期望他們的子女

知道，理解，和做到什麼，以及他們當前可能達到什麼成就。 

 

 英國數學課程之指導精神 

1. 數學提供感知現實世界的途徑  

利用數學，人們可以交流訊息和思想，處理一系列的實際任務及解決現實生

活中的問題。  

2. 數學是探索新世界的工具  

數學能提供探索新的虛構世界的材料和方法，透過對數學內部的探索，新的

數學思想得以產生，現行思想得以修改和發展。  

3. 數學能提供預見  

在處理數學問題以及對數學本身的探索中，數學不僅能給予描述與解釋，而

且能提供預見。這就是數學的威力和滲透力，數學在國家課程中的重要地位

也在於此。  

4. 數學技巧只是達到目的的手段  

學習數學的技巧，諸如兩位數加法，計算三角形面積，或解方程式等等，構

成學校數學中學生功課的一大部分。它們是重要的，然而，它們僅僅是達到

目的的一種手段。在數學教學的過程中，應該讓學生了解學習數學的目的和

意義。例如，在購物時如何付錢，在測量中如何分析結果，如何丈量布料以

設計服裝，等等，從而讓學生體會到學習數學的重要性。  
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5. 數學是奇妙和欣喜的源泉  

除了注意數學在日常生活中的重要意義外，應該使兒童有機會探索與欣賞數

學本身的架構。例如，探索數的模式，構造一個三維模型，提出一個假設，

或找出一個反例等等。這些活動，是兒童在數學方面得到全面發展的中心環

節。數學的重要性在於，它不僅僅是個教學的科目，而且也是奇妙和欣喜的

源泉。它能給與學生智力的興奮，而且能提供對數學創造力的監賞。  

6. 數學的應用過程是生動的  

雖然數學含有等級和次序的原素，但是在應用數學時，卻不必事先確定次

序。數學是一個由概念和關係組成的完整的網路架構，在應用中，數學成為

一個創造性活動的過程。  

7. 數學的統一性和多樣性  

英國國家數學課程為學校數學提供了一個公共的框架，學校能據此做出計

畫，亦能據個別學生的需要作出適當的伸縮。國家數學課程所確立的教學目

標與學習大綱，是教師製定教學計畫的基礎，也是評估學生進步的明確標

準。 必須認識到，數學本身的寬廣性，以及數學學習的個別性，因此，在數

學教學中，應該採取多樣性的風格和柔和性的特點。 

 

 英國數學學習目標結構 

英國國家數學課程由教學主題的具體目標內容和描述評定學生能力水準兩部分

組成。《標準》將教學主題按照四個知識塊展開，分別是 Ma1：數學之運用 

(using and applying mathematics)、Ma2：數與代數 (number and algebra)、Ma3：形

體、空間與測量 (shape， space and measures)及 Ma4：資料處理 (handling data)。

其中 Ma1 類似我國能力指標中的連結或解題，屬於能力或意識，而非數學本

身，所以在綱要中並沒有分階段詳述其教學內容。描述評定學生能力等級則按

照學生在知識和能力方面的發展被劃分為八個水準 (Level 1—Level 8) 的能力描

述。為了容許學童超出預期能力指標的可能，其實還有一個『特優』等級 

(Exceptional Performance)，所以可以視為一共有九個水準。這九個等級貫穿 11

年國教，不論學生屬於哪個階段，都用這些水準來評量其能力。對於每個水準

的學習要求，國家數學課程作了明確規範[10]。 
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  教學主題的具體目標內容和描述評定學生能力水準是國家數學課程的兩條

主線，在闡述教學主題時，圍繞著能力水準，按照不同的學段，對每個不同的

知識塊提出不同的具體目標內容要求；在教材中所闡述的教學目標，又是根據

學生在數學上的不同發展水準分別提出要求，二維坐標架構的形式可以作為英

國數學課程架構的一個比喻。 

  國家數學課程把義務教育年限分為四個關鍵學段，其中學生在每個學段的

發展水平如表 2-1-1，表中對於第四學段的學習水準，沒有作出規定，原因除了

學生應該至少已具備有通過 GCSE 的水準外，教師教學上也可體現更大的靈活

性。 

表 2-1-1 各個學段的學習水平 

學段 英國年級 年齡 期望學習水準 

KS1 1～2 5～7 歲 至少達到水準 2 

KS2 3～6 7～11 歲 至少達到水準 4 

KS3 7～9 11～14 歲 至少達到水準 5/6 

KS4 10～11 14～16 歲 報考 GCSE 

 
 
 
2.1.3 對本研究的啟示 

台灣數學綱要中之分段能力指標，也隱含類似《標準》之精神，其差別是台灣

數學綱要中沒有如英國《標準》中定義明確之八個水準 ( Level 1—Level 8 )，只

有敘述性的等級差別。在教育理念上，台灣與英國均分別利用規劃能力指標和

學習目標的方式，具體展現兩國數學課程目的，並使學生的學習得以循序漸

進，不至於因為難度及深廣度的安排不當而無法跟上，重視培養學生的統整與

學習能力，加強學生數學概念之理解與生活經驗的結合。因此本研究試圖以適

切的課程理論及教學設計模式，探究依據台灣與英國能力指標和學習目標設計

的課程單元，能否提供學生學習三角函數先備知識。 
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2.2 三角函數的內涵演進與台灣教材目標之轉變 

2.2.1 三角函數內涵之演進 

三角學自兩千多年前開始，歷經了相當漫長的路程，但是有三項發展特別顯

著，並在基本上改變了整個課題：一個是托勒密的弦長表，使三角學成為實用

的計算科學；另一是棣美弗定理及歐拉的公式 ，使三角學與

代數及分析學互相融合，再來就是傅立葉理論的發展。 

cos sinixe x i= + x

包括三角比以及三角函數的所謂「三角學」，是第二次世界大戰以前，在

日本舊制高中及舊制專門學校學習的數學課程，舊制中學及舊制高等女子學

校，不教有關內容。戰後即 1945 年之後，連初中也講授 sin 、 及 等內容

[11]；但由近期研究者洪雅齡《台灣與日本之十二年數學課程比較》研究發

現，日本跟台灣一樣，在高中以前的九年完全沒有提到 sin、cos、tan。但日本

在高一時只講三角比，也就是只探討比值，只讓學生了解 sin、cos、tan 是直角

三角形的斜邊、對邊及鄰邊所造成的比值，讓學生先有這樣的概念後再導入函

數的觀念[12]。 

cos tan

美國方面，Eli Maor 提到美國「新數學」對幾何學及三角學的傷害最大。

理工科課程中最關鍵的三角學，成為「新數學」這波改革中的犧牲者；形式化

的定義及冗長的邏輯推導，打著「嚴謹」的名義，取代了對三角學的實質了

解。Eli Maor 指出一些以集合符號及語言佔據了三角學的討論，結果使一些單

純的課題，變成了含糊而無意義的形式主義。例如：一般人談論的是角的度

量，而不是角的本身；定義正弦和餘弦，是定義成「定義域在[ ]1,1− 區間的函

數」，而不是以幾何學的方式，定義成三角形邊的比率或單位圓在 x 軸和 y 軸

上的投影。而 Edna Kramer 在《現在數學的本質與成長》一書中提到：「有些

學生認為，三角學是加了榮耀之冠的幾何學，再加上計算的苦刑」[13]。 

 

2.2.2 三角函數教材目標之轉變 

依據王煥琛、呂秋文所編著之《各國國民（初級）中學數學課程之比較研究 》

我國在 57 年實施九年國民教育，並於此年修訂國民中學暫行課程標準，可以說

這是九年國民義務教育首度實施的課程，在第三學年度的時候學生學習三角函

數，其製訂之「銳角的三角函數」單元之單元目標和過程目標如下： 
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 單元目標 

1. 了解三角函數的恆等關係 

(1) 倒數關係 

(2) 平方關係 

(3) 商數關係 

2. 了解恆等式的意義 

3. 了解證明恆等式的方法 

 (1) 自一端化至他端 

(2) 自兩端分別畫成同一式 

4. 了解三角形的解法 

 (1) 直角三角形的解法 

 (2) 已知一角之函數值，求此角之其他函數 

 (3) 等腰三角形的解法 

 (4) 正多邊形的解法 

 (5) 圓內接正多邊形的周長與面積 

5. 了解三角函數的變化 

 (1) 正弦自 0 至 1，餘弦自 1 至 0 的變化 

 (2) 正切自 0 遞增，餘切遞減至 0 的變化  

 (3) 正割自 1 遞增，餘割遞減至 1 的變化 

 過程目標 

1. 基本關係與恆等式 

 由直角三角形的一角的三角函數值，引導學生尋找出它們的關係，使學生能   

    夠： 

  (1) 查出 、 的關係 sin csc

        (2) 查出 、 sec 的關係 cos

        (3) 查出 、tan cot 的關係 

        (4) 知道它們倒數關係 

        (5) 知道倒數關係，寫出它們的變形 

        (6) 查出 、 的關係 sin cos

        (7) 知道它們的商數關係 
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        (8) 查出 與 ， 與 1； 與 1 的關係 2sin 2cos 2tan 2cot

        (9) 知道它們的平方關係 

        (10) 知道恆等式的意義 

        (11) 知道證明恆等式的方法 

2. 三角形的解法與應用 

由已知一銳角，查出銳角的某函數值，引導學生，使學生能夠： 

  (1) 純熟查表查出已知角之某函數值 

        (2) 純熟由一角的已知函數值，查出角的大小 

        (3) 純熟利用畢氏定理，求直角三角形的邊 

        (4) 知道我國古代正五邊形的近似作圖法 

        (5) 知道等腰三角形及其解法 

        (6) 知道直角三角形及其解法 

        (7) 知道正多邊形及其解法 

        (8) 知道求正多邊形的面積 

3. 三角函數的變化 

由三角函數值表中的各函數值，引導學生看表中的數，使學生能夠： 

  (1) 畫出單位圓 

        (2) 再畫出正弦對應的線段 

        (3) 查出線段變化的情況 

        (4) 說出正弦線段變化的範圍 

        (5) 畫出正切所對應的線段 

        (6) 查出正切線段長的變化情況 

        (7) 說出正切線段變化的範圍 

        (8) 利用(1)~(7) 相同的方法說出餘弦線段，其變化情況及其變化範圍 

        (9) 利用倒數關係，仿上法說出餘割、餘切、正割的變化狀況 

        (10) 寫出角 及角 的三角函數值表 °0 °90

        (11) 應用(10)解有關的問題 

        (12) 應用三角函數變化關係，解有關問題 
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  八十八學年度為九年一貫課程公佈前，最後一屆國中生在三年級使用編有

三角函數選修教材的部編版教科書，主題為「銳角三角函數及其簡易應用」，

分為基礎篇和應用篇兩節。其教師手冊建議之教學時數共 12 節課（每節 45 分

鐘），且其教學目標如下所述： 

 

基礎篇 

1. 知道兩直角三角形中，若有一雙銳角對應相等，則他們的「對邊：斜邊」、   

 「鄰邊：斜邊」、「對邊：鄰邊」的比值，也對應相等。 

2. 知道任意直角△ （ ）之三邊所成「對邊：斜邊」、「鄰邊：斜   ABC 90C °∠ =

 邊」、「對邊：鄰邊」的比值都是銳角 A (之度數)的函數。 

3. 對於任意直角△ （ ），能寫出： 

 

ABC 90C °∠ =

sin AA ∠
=

的對邊

斜邊
……稱為 A∠ 的正弦函數 

 cos AA ∠
=

的鄰邊

斜邊
……稱為 A∠ 的餘弦函數 

 tan AA
A

∠
=
∠

的對邊

的鄰邊
……稱為 A∠ 的正切函數 

 這三個函數的定義，並知道它們又通稱為三角函數。 

4. 能求出30 、 45 與 等特別角的正弦、餘弦及正切函數值。 ° ° 60°

5. 能利用三角函數的定義證明：若 A∠ 為一銳角，則 

sintan
cos

AA
A

=   ………….( 商數關係 ) 

………( 平方關係 ) 2 2sin cos 1A A+ =

6. 能由三角函數的定義得知：若 A∠ 與 B∠ 都是銳角且 ，則 

； co …( 餘角關係 )  

90A B °∠ +∠ =

sin cosA B= s sinA = B

7. 若知道一銳角的某個三角函數值，能利用商高定理或三角函數關係式，求出

該銳角的其他兩個三角函數值。 
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應用篇 

1. 能利用量角器、刻度尺等工具去畫圖與測量的方式，求任意銳角（整數度

數）的三角函數近似值。 

2. 知道課本所附的三角函數值表內之數值，大多數為近似值。 

3. 能根據課本所附的銳角三角函數值表，查出 1 、 、3 ，…，89 等整數度

數的三角函數值。 

° 2° ° °

4. 能根據課本所附的銳角三角函數值表，由某銳角 ( 整數度數 ) 的一個三角函

數值查出此銳角的角度。 

5. 知道當銳角的角度變大時， sin 、 ta 的函數值也變大，而 的函數值卻變

小。 

n cos

6. 能分析實際測量問題的情境，找出已知與未知的條件。 

7. 能將某些簡單的測量問題，轉化為三角形邊角的問題，並利用三角函數的概

念，求得其解。 

 

 三角函數單元主題之轉變 

三角函數課程在過去修訂國中數學綱要的過程中除了上述教材目標有變化之

外，在單元主題的規劃上也有所轉變，整理如表 2-2-1： 

 

表 2-2-1 國中三角函數單元主題演進整理 

民國七十四年教育部修訂

公佈的國民中學數學課程

標準內容 

民國八十三年教育部修

訂公佈的國民中學數學

課程標準內容 

民國八十九年（公佈暫行

綱要前一年）國民中學數

學課程部編版公佈內容 

單元主題 大幅精簡或

刪除 備註 單元主題 

第三章  數值三角及其應用  

3-1 銳角三角函數  

3-2 三角函數的基本關係 ○ 

3-3 用查表法求三角函數值 ○ 

3-4 三角函數的應用  

＊ 只介紹正

弦、餘弦函

數，特別角

的函數值。

 
＊ 不列入必

修教材中。

第一章 銳角三角函數及

其簡易應用 
1-1 
銳角之正弦、餘弦及正切

1-2 
商數關係、平方關係及餘

角關係 
資料來源 台灣南一高中教師手冊 
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2.2.3 三角函數銜接教材 

九年一貫課程實施後，原本列入國中數學選修課程的三角函數單元已不存在， 

但教育部考慮到 94 學年度進入後期中等教育的學生仍使用依據民國 84 年修訂

之高中數學課程綱要所制定的數學課程，因此委由國立中正大學數學系針對九

年一貫數學學習領域銜接高中課程教材作出銜接教學說明。中正大學數學系研

究小組對高一課程三角函數單元建議如下： 

1.只處理正弦，餘弦和正切三個函數的圖形，至於餘切、正割和餘割函數的圖 

形可列為參考資料。 

2. 刪除反三角函數。 

三角函數單元銜接的實施方式，無論是中正大學數學系研究小組所提出的

建議【方案一】完成銜接教材後再進入高一課程，或【方案二】銜接教材融入

正式課程中，都是在 94 學年度下學期每週增加一節課做為銜接補強教學[2]。 

銜接教材附錄中列出「集合的概念」、「平面幾何的基本性質」與「三角

函數的基本概念」三個單元，來協助同學們順利銜接高中課程的學習。 

這份教材除了提供給高中做為銜接教學的參考依據之外，研究小組也希望提供

給同學們自我學習[2]。 

 銜接教材建議的附件三以介紹三角函數的基本概念為主要架構，沒有指導

性質的教學目標，共以四個範例、三個類題練習和五題家庭作業呈現。這些範

例和習題內容其實與九年一貫課程實施前一版的國編版三角函數選修教材內容

雷同。例如： 

【範例 3】分別求出 角的六個三角函數值。 °45

【解】    如右圖，直角三角形三邊長的比例為 2:1:1:: =ABBCAC 。  

45° 

45° 
A C

B

1 

1 2

          所以  
2
2

2
1

斜邊

的對邊45sin ===
∠

=°
AB
BCA ； 

              
2
2

2
1

斜邊

的鄰邊45cos ===
∠

=°
AB
ACA ； 

              1
1
1

的鄰邊

的對邊45tan ===
∠
∠

=°
AC
BC

A
A ； 

              1
1
1

的對邊

的鄰邊45cot ===
∠
∠

=°
BC
AC

A
A ； 

              2
1
2

的鄰邊

斜邊45sec ===
∠

=°
AC
AB

A
； 
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              2
1
2

的對邊

斜邊45csc ===
∠

=°
BC
AB

A
。 

【類題練習 2】完成下表： 
 

A∠  sinA cosA tanA cotA secA cscA 

°30        

°60        

 

【範例 3】和【類題練習 2】皆是藉由銳角三角函數之定義求出30 、 45 與

等特別角的正弦、餘弦及正切函數值，若學生能適當利用三角函數的倒數關

係則餘切、正割和餘割函數也容易求出，不過九年一貫課程實施前一版的國編

版三角函數選修教材教學目標不強調學生對於餘切、正割和餘割函數的理解。 

° °

60°

 

2.2.4 對於本研究的啟示 

三角函數單元無論在課程目標、教學目標和實際的教材內容上，隨著過去國中

數學課程綱要幾次修訂或改變，皆不斷精簡或刪除。但根據過去三角函數單元

的課程目標、教學目標和實際的教材內容以及三角函數銜接教材，都可歸納出

三角函數單元的核心重點，例如六個三角函數值 sine、cosine、tangent、

cotangent、secant 和 cosecant 的定義。而這些核心重點知識的建立，都需要其他

相關數學單元的鋪陳。像是八十八年部編版三角函數單元的基礎篇中，第一條

教學目標：知道兩直角三角形中，若有一雙銳角對應相等，則他們的「對邊：

斜邊」、「鄰邊：斜邊」、「對邊：鄰邊」的比值，也對應相等。就需要學生

知道「銳角」、「直角三角形」、「比值」和「相似形」的知識。本研究將依

據 Eli Maor 對於三角學知識的批判與建議，在分析三角學及其先備知識時，注

意台灣和英國在教材內容編製上，是否對於一些單純的課題，以含糊而無意義

的形式化過程呈現，並試圖詮釋台灣和英國編製相關教材內容的教學切入點，

期望分析結果，對於三角函數單元編製有具體建議。 
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2.3 三角函數相關研究 

國內對於三角函數課程已有一些相關的碩士研究論文，主要可分為兩大類，一

類是利用測驗、問卷調查或質性訪談的方式，探討或診斷學生學習三角函數錯

誤類型的研究；另一類主要是針對三角函數教學方法進行研究，以一些電腦輔

助工具，如 GSP 或網路化數學學習教導學生學習或複習三角函數，以下將分兩

小節探討其研究成果。 

 

2.3.1 三角函數錯誤類型研究 

 三角函數錯誤類型 

研究者賴潔芳整理《 高中學生三角函數概念學習錯誤類型研究 》後指出學生在

三角函數概念學習的錯誤類型分為三類：(一) 定義的理解不清：三角函數與反

三角函數的定義混淆、函數與反函數合成的誤用、角度單位換算有問題、三角

函數值相等的概念不清楚、函數週期的定義概念不清楚、同界角的認識不清

楚、三角函數的平方關係不清楚；(二) 代數性質的誤用：乘法性質的誤用、誤

認三角函數具有線性性質、三角函數的奇偶性質錯誤、三角函數的正負不會判

斷、三角函數的遞增與遞減不清楚、三角函數的疊合性不清楚。(三) 圖形的認

識不清：三角形三邊長性質的誤用、三角函數的圖形與平移認識不清、三角函

數圖形的對稱概念不清、三角函數的週期與振幅性質認識不清[14]。 

  簡志明 (2004) 在《 高一學生銳角及廣義角三角函數基本概念應用運算錯誤

類型之研究 》中提出，學生在「銳角三角函數」運算的錯誤類型主要為：對定

義瞭解不清楚、角度與邊長的對應關係為片斷性的認知、無理數運算過程出

錯、解聯立方程式產生錯誤、對恆等式轉換不熟悉而產生誤用、代數觀念薄

弱，無法作答、沒有記憶 30 - -90  三角形的三角函數值以及運算不完整。 ° 60° °

  學生在「廣義角三角函數」運算的錯誤類型主要為：對同界角、廣義角定

義不清楚、角度的範圍無法用不等式表示、各象限角的三角函數值正負判斷錯

誤、角度轉換錯誤、三角函數方程式不會分解、象限角的三角函數值為錯誤

值、不會查閱三角函數值表及運算不完整。 
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表 2-3-1 國內學者實証研究所發現三角函數學習的錯誤的概念類型 

單元內容 錯誤概念類型 

廣義角 

1. 圖形錯覺，由圖形誤導廣義角度數。 

2. 誤認一圈等於 180 度，對於一圈 360 度做不當推論。 

3. 對於旋轉量的認知沒有深刻的體認，難以想像大於 360 度的角 

 度。 

4. 有向角方向錯誤或忽略始邊、終邊這些本質屬性所賦予廣義角 

 的意義，將角度所涵蓋的象限當成有向角性質符號的判定依  

 據。 

5. 學生對於同界角的概念非常模糊，傾向以幾何圖形判斷法。 

6. 角度的單位換算有問題。 

銳角 
三角函數 

1. 定義的理解不清楚。 

2. 三角形三邊長性質的誤用。 

3. 三角形邊角關係先備知識不足，對於圖形中呈現的直角三角形 

一律當成所認知的特別角角度的三角形。 

廣義 
三角函數 

1. 定義的理解不清楚。 

2. 各三角函數值範圍錯誤。 

3. 代數性質的誤用：乘法性質的誤用、誤認三角函數具有線性性 

 質、三角函數的奇偶性質錯誤、三角函數的正負不會判斷。 

4. 廣義三角函數的求值解題策略偏愛使用代數記憶公式，但不是 

很符合概念地學習公式，導致不能很正確地用運公式。 

5. 對於定義操作步驟的程序性知識亦不夠熟稔，求值時，易忽略 

有向線段的性質符號，或是邊長的比例錯誤。 

6. 對於同界角三角函數，少從同界角的方向去判斷其值相等。 

7. 對於廣義三角函數定義的圖解步驟，步驟執行技巧不夠熟練， 

缺乏完整的程序性知識。 

8. 對於三角函數的概念性知識不夠完備，自行綜合歸納，作過度 

的推論類化。 
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三角函數

的圖形 
 

三角函數

的圖形 

1. 函數週期的定義概念不清楚。 

2. 三角函數的遞增與遞減不清楚。 

3. 三角函數的圖形與平移認識、對稱性概念、三角函數的週期與 

振幅性質認識不清。 

（引自 余酈惠） 

 

 學習三角函數概念的困難處 

學生在學習銳角及廣義三角函數的基本概念時的學習困難有下列各項[15]： 

1. 預備知識的不足無法貫通 

2. 計算過程感覺繁雜，產生困難 

3. 對於文字符號不能清楚掌握 

4. 銳角擴展至廣義角三角函數時，難以銜接 

5. 無法仔細認清題目的各項條件而加以連接 

6. 代數觀念沒有落實 

7. 在日常生活中，少有實際應用相關題目，以致學習時較為抽象吃力 

8. 邏輯推理觀念不足，無法逐步思考 

 

 學生學習三角函數概念錯誤的之成因 

陳忠雄 (2003) 指出學生在三角函數概念學習的錯誤之成因如下：(一) 未能達成

「概念的獲得」的錯誤概念原因有：三角函數與反三角函數定義的概念缺乏、

三角函數的定義域與值域概念缺乏、反三角函數的定義域與值域概念缺乏、角

度的單位換算不清楚、同界角的概念缺乏、函數週期的定義概念缺乏。(二) 未

能達成「概念的同化」的錯誤概念原因有：乘法性質的誤用、函數與反函數合

成的誤用、三角形三邊長性質的誤用、三角函數遞增與遞減性概念缺乏、三角

函數的平方關係的概念缺乏、誤以為三角函數具有線性性質、三角函數的正負

判斷錯誤、三角函數的奇偶性概念缺乏、三角函數的疊合性概念缺乏、三角函

數圖形與平移概念缺乏、三角函數圖形的對稱性概念缺乏及三角函數的週期與

振幅的概念缺乏[16]。 

   整體而言，研究者賴潔芳 (2003) 歸納，學生在三角函數學習產生錯誤的主

要原因為 (一) 思維經驗的負遷移及典型的視覺心像影響；(二) 因概念不清楚未
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能獲得新知識或同化後而產生錯誤；(三) 對定義的不了解；(四) 函數圖形的變

化性質不了解。 

2.3.2 三角函數教學方法研究 

 融入數學史於三角函數教材 

研究者陳建丞 ( 2002 ) 於《 融入數學史教學對高一學生數學學習成效─以「和

角公式」單元為例 》[16]發現「融入數學史的教學」雖未能比「傳統式教學」

更能提升學生數學學習成就，但是卻無負面的影響。「融入數學史的教學」的

實驗組學生在數學學習態度呈正向的改變，並且達到顯著；實驗組學生與對照

組學生在數學學習態度量表前後測的變異數分析上，也達到顯著差異。研究者

從學生繳交的數學史心得報告中發現，學生很喜歡這些數學史資料，它帶給學

生相當大的衝擊與感動，不只在對數學的認知，更在學習興趣上和引發動機上

有相當大的幫助，但對學習成就較低之同學幫助不大。研究者從學生填寫的融

入數學史教學感受量表與問卷中發現：學生對數學史融入教學都十分肯定，有

助於學生學習的融會貫通。但在教材的設計不應太多而造成學生學習上的壓

力；課程的難度要衡量學生的程度，避免太難而造成學生無力閱讀。研究者並

發現，數學史融入教學增加了學生邏輯思考的機會，也讓學生對數學的概念更

加清晰。 

 

 科技輔具融入三角函數的教學 

余酈惠 ( 2003 ) 在《 高雄市高職學生運用 GSP 軟體學習三角函數成效之研究 》

[17]發現，學生在三角函數的學習成就上，運用 GSP 軟體學習三角函數的實驗

組與沒有運用 GSP 軟體學習三角函數控制組在學習成效上並無顯著差異。低分

群學生在三角函數的學習成就上，運用 GSP 軟體學習三角函數的實驗組顯著優

於控制組。GSP 輔助學習對於基本概念或抽象概念的建立有顯著的成效，GSP

輔助學習可促進學生對課程的理解並加深對課程的印象，有效提昇學生學習興

趣，運用 GSP 軟體學習三角函數的學生對使用 GSP 輔助學習持正向肯定的態

度。將高職三角函數課程融入 GSP 軟體來輔助學習，以 GSP 輔助學習引發學習

興趣，促進概念的建立與釐清，利用傳統學習訓練數學運算技能的學習方式值

得推廣。 
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 網路課程複習三角函數單元 

此網路課程的教學平台為設在中山大學，網址為 http://ds.ks12.edu.tw

研究者吳英孝 (2004)《 網路化數學學習之成效研究-以高中三角函數複習為例 》

[18]發現，網路學習確實可以幫助學生作有效學習；而由研究者吳英孝觀察受試

者之學習歷程，發現閱讀時間的長短與學習成效有顯著正向相關。由態度問卷

發現學生普遍認為網路學習是增進學習效果的；並且認為 Flash 教材中一步一步

的學習過程對於改善迷思概念有幫助。使用此網路平台學習的自然組學生學習

效果顯著，但社會組不顯著；社會組學生閱讀時間對學習成效有顯著正向相

關，但自然組不顯著。 

 

2.3.3 對本研究的啟示 

學生學習三角函數認知錯誤類型和探討認知錯誤類型的成因之研究論文，皆描

述了學生學習三角函數時的困難處。在課程與教學的觀點下，造成學生對於三

角函數知識內容產生迷思概念或學習困難的原因，除了教學方法可能不適合之

外，教材內容在銜接組織與編製結構上的缺失也是可能影響因素之一。因此本

研究將以探討教科書文本的方式，輔以英國教材為參考對象，詮釋鋪陳三角函

數相關知識的教材內容、分析輔助學習三角函數之工具，如：電算器或網路之

使用及相關教學法，提出可供三角函數單元教材編製之意見。 
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2.4 概念構圖理論與應用 

本研究之研究目的為探討三角函數相關課題之主題編排及詮釋三角函數分別在

台灣與英國數學課程中的連結。而概念圖是將概念以整合、階層方式表現其間

相互關係的工具，將概念間的關係以圖形表示，描繪其知識結構；概念與概念

以標籤線連結且概念間有其從屬關係與相互關係[19]。由於概念圖對於本研究

可以更具體地圖示呈現出所探討之三角函數相關知識間的連結關係，故本節將

從「概念圖相關學理」和「概念圖在課程發展上的應用」兩個方向探討概念

圖。 

  概念繪圖是用來深入於敘述架構之概念意義的圖示設計。概念繪圖法是一

種圖示法的敘述技巧，經由概念繪圖法，可獲得一個概念圖。將「概念繪圖」

的觀念應用於教學中，無論在課程設的設計、組織及內容方面，概念繪圖的應

用是一種強而有力的教學工具。教師可藉由學生繪出的概念圖，了解學生的認

知結構，並指出學生的錯誤概念。近年來國內外教育界逐漸採用概念繪圖的評

量方式，以了解教師教學效率與學生學習情形[20]。 

 

2.4.1 概念圖之相關學理 

基於 Ausubel 所提出的同化理論，概念圖使概念間的關係外顯，可當作進一步

學習的前導組織，所以有助於促進有意義的學習[21]。在概念圖中所描述的知

識是脈絡相依的，不同的概念圖中的相同概念是依照其在圖中相對的上位概

念、連結語的差異與個別概念間的安排等而傳達著不同的意義。 

  概念圖各有其特殊性，他們透過有效命題描繪出某一領域中的關鍵概念，

然而也反映出構圖者的經驗與知識，這樣的特徵使概念圖特別有助於舉例說明

情境脈絡如何影響知識結構與知識如何應用的方式，如本文之 4.3.3 節。因為概

念彼此之間相互連結的網路圖形，得以說明意義與理解整合的本質，而使得知

識能夠動態呈現。 

  學生在學習過程中建立數學概念，除概念構圖可以掌握學習內容間的關係

外，在學習主題內教師也可提供適當的數學模型概念圖以輔助學生學習，研究

者 Lesh、Post 和 Behr 討論了概念的五種表徵[22]，如圖 2-4-1，分別為「圖
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像」、「操作模型」、「書面符號」、「現實生活情境」和「口述語言」，研

究者 Lesh、Post 和 Behr 指出這五種表徵間及其內部的轉換可幫助形成新的概

念。  

  圖像

操作模型 書面符號

現實生活情境 口述語言

 
圖 2-4-1 數學概念的五種表徵 

 

2.4.2 概念圖在課程發展上的應用 

    研究者 Lloyd 認為一本教科書，在設計上應該是提供的概念總數較少，且都

能針對每個所提供的概念提出更進一步詳實且精緻的補充說明者，才是一份好

教材，因為這些精心設計及補充說明能夠提供更多複雜的概念聯結關係，可促

進學習和幫助回憶。在科學和數學教育的課程改革中，已經從背誦公式和強調

演算技巧的機械式學習，轉變到強調以學科主題結構為主的學習。因此，課程

設計與發展應以學科主題知識為核心，圍繞此核心，進而開發出結構嚴謹精

良、概念補充說明詳實精緻，及強調有意義學習的課程知識。 

  有鑑於此，學者 Posner & Rudnitsky 以及 Novak & Gowin，建議把概念構圖

當成是課程發展過程的一部份。他們把課程計劃分成三個待解的問題領域，分

別是：目標、理由和方法。目標是指，要學習的是什麼？理由是指，為什麼要

學習它？方法：如何學習又該如何改善學習？然後，再根據這些議題，應用概

念構圖去嘗試回答或解決它們。而有另一批學者 Starr & Krajcik 等人，則強調

「概念圖的修改」在課程發展中的重要性；也就是在任何課程領域中的概念圖

發展過程，都是一種動態、互動和具有挑戰性的過程，隨著概念圖不斷地被修

改，可以立即引發注意和發展概念間的聯結關係[23]。 
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2.4.3 對於本研究之啟示 

對於概念之間的聯結和銜接性，概念構圖提供了一個有架構的思考模式，相信

對於本研究和教材設計者，會有正面的影響。研究中將探討三角函數相關知識

在教科書上呈現的表徵，也期望以一種有系統概念構圖呈現與三角函數知識相

關之主題或內容間的關聯性。 
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第 3章 研究方法與實施期程 

本研究主要目的是從台灣、英國的數學教科書中，陳述、比較、分析並且詮釋

「三角函數的先備知識」之舖陳和差異。基於研究主題、特性和研究目的，本

研究選用內容分析法、比較教育研究法和文獻探討進行研究。本章內容依序為

研究對象、研究方法及研究步驟。 

3.1 研究對象 

本研究之研究對象為關於「三角函數」概念之教材內容。所選用的教科書分別

為台灣和英國的課本，分述如下： 

1. 台灣教材研究對象為根據民國 90 年訂定之「九年一貫暫行課程標準」所發行

之教科書，以南一版為主，其他出版社的版本做參考用之。 

2. 英國教材研究對象為依據英國「國定標準數學課程綱要」所出版之教材，國

小（KS1-KS2）部分為 Elmwood Press 出版之「Target Maths」；國中（KS3）

部份為劍橋大學於 2003 出版之「SMP INTERACT FOR THE MATHEMATICS 

FRAMEWORK」（core）；高一（KS4）部分為「SMP INTERACT FOR GCSE 

MATHEMATICS」，且此為英國廣泛使用的教科書[8]，在本研究論文中，英國

小學（KS1、KS2）、中學（KS3）及高中（KS4 for GCSE）之數學教科用書將

分別簡稱為「Target Math」、「SMP」及「for GCSE」。 

劍橋大學依照《標準》制定的 KS3 SMP 教科書分為三個系列，分別是 T 

series（最淺），S series（中等）及 C series（最深）。本研究所選用的是 S 

series [E2]。S series 分為三本，研究中將分別稱為 7S、8S 和 9S，適用的對象分

別為一年級，二年級和三年級的英國中學生。 

關於 S series 介紹如下：  

7S  強化並且複習英國國定數學能力指標 level 4 的內容、主要學習 level 5 的內

容、先備一些 level 6 的延伸內容。 

8S 完成並且深化 level 5 的內容、主要學習 level 5 的內容。 

9S 複習一些 level 5 的內容、完成並且深化 level 6 的內容、先備一些 level 7 的

延伸內容 [E3]。 
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3.2 研究方法 

3.2.1 選用之研究方法 

• 內容分析法 

本文以後設論述的內容分析法分析教科書文本為主，輔以語意學的方法認識教

科書發展背景協助研究。一般教科書評鑑規則可分為四大屬性，就是內容、教

學、實體、行政（出版特性）等四屬性[24]。本文將就內容屬性的部分，也就

是理論基礎、目標、範圍和順序、主題選擇、知識正確性和時效性、潛在課程

等，作出描述、分析和詮釋。其他三個屬性也將視研究中之所需適切論述。針

對教科書內容特性進評估，主要仍以三角函數的相關知識對教科書進行特定性

的分析。 

• 比較教育研究法 

本研究採用 George Z. F Beredy 的比較教育研究法。系統性地閱讀我國與英國教

科書單元內容的描述，進而針對兩國的數學科三角函數之相關單元進行單元內

的解釋，並就三角函數相關知識的連結進行數學課程中單元間分析。本論文依

年級將台灣與英國的數學科教科書內容進行並列摘錄，從中針對有關三角函數

內容與其先備知識的概念鋪陳，深入探討比較之。 

• 文獻探討 

本研究蒐集相關之一手或二手資料，尤其在教科書方面，除了所探討研究對象

之教材版本，也參考其他版本教材，並依據相關課程與教學理論，以便提出更

具體的分析內容和佐證資料。像是 4.3 節及附錄中提出的概念構圖，皆是參考

自其他版本之教師手冊，也幫助研究者確立了與三角函數知識相關的數學主

題，提供了 1.3.2 節中的第一個待答問題的解答。 

 

3.2.2 選用研究方法之探討 

由於本研究之對象為教科書，一般研究者皆以內容分析法執行類似的研究，而

關於內容分析法的研究相當多，使用內容分析法的研究更比比皆是，故本節將

對內容分析法作重點描述，然後摘述研究者挑選之數學教育論文在相關研究法

上使用情形。 
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• 內容分析的意義 

傳統上教科書分析最常用內容分析法[25]。內容分析也稱為資訊分析或文獻分

析。內容分析是客觀、系統及量化敘述明顯的傳播內容的一種研究方法。在許

多領域的研究，常需要透過文獻獲得資料，因此內容分析研究法便有其價值與

採用的必要，該研究法與史學家使用的歷史研究法類似，惟後者以探討較遙遠

的過去的紀錄為主，而內容分析主要在解釋某特定時間某現象的狀態，或在某

段期間內該現象的發展情形[26]。 

內容分析在方法上是注重客觀、系統及量化的一種研究方法。在範圍上，不僅

分析傳播內容的信息，而且分析整個的傳播過程。在價值上，不只針對傳播內

容做敘述性的解說，而且推論傳播內容對於整個傳播過程所發生的影響。 

 

• 內容分析的方法[25] 

1. 以「量」為取向的內容分析法 

首先必須決定分析的目標或項目，並依據所決定的目標或項目，將資料內容系

統化的分類與數量化的統計。量化內容量化時所採用的標準分類，較常用的分

析單位有：字、主題、人物、項目、時間與空間等。 

2. 以「質」為取向的內容分析法 

(1) 後設論述的方法 

後設論述是作者對教科書論述的論述，是作者有意的或無意的介入論述之中，

以引導讀者，而不僅告訴讀者某些內容。 

  後設論述可以使作者向讀者宣布內容最迷人的地方，改變主題，指出重要

的理念，注意讀者的存在，表明對一件事情的態度，協助讀者了解教科書的內

容，及作者的觀點。後設論述可以協助讀者重組原作者的撰寫計畫，使讀者對

教科書的內容、目標、結構、組織、話題、形式等先有一種心理準備，引起對

教科書的興趣和注意，進而更了解教科書的基本論述。 

  後設論述不像以「量」為取向的傳統內容分析法，它不重視內容出現的次

數，而是強調構成基本論述的基礎，並探討課程的環境脈絡。後設論述也不僅

重視教科書內容本身，即基本論述的分析，而且強調深入探討影響基本論述的

因素或基礎，由此了解課程的整體脈絡。 

(2) 語意學的方法 
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語意學源於 Pierce 的實用主義哲學及 Saussure 的語言分析。語意學方法逐漸受

到重視的原因之一為：後設論述從教科書的修詞方面了解內容及其意義，但尚

無法深入探討或挖掘深藏於教科書內容中的意識形態。 

  語意學方法的目的在建立關於符號的、意義的、或訊息的系統科學。符號

有三方面的關係，即對某些人而言，某些事情 ( 有意義者 ) 在某些脈絡中 ( 背

景 )，代表其他的一些事情 ( 對其他事情有意義 )。在人類社會生活中，語言及

傳統符號佔有重要的地位，但語意學引導我們更注意其他有意義的事，如說話

者的服飾，說話者的態度，手勢、說話地點的裝飾等。 

語意學在本論文研究中，使研究者更加注意研究對象之背景發展因素。例

如，在研究文本方面，台灣與英國的文本都是以我們熟知的語言文字編寫。又

如，在課程綱要及教科書發展方面，兩國有各自教育上的改革背景。台灣方

面，近十年台灣教改脈絡為當代人所共同經歷的經驗，在此不多加贅述。英國

方面，英國的教改並非始於工黨政權，而是從 1980 年代後期就開始檢討了。當

時他們也做了國際比較，並曾經讚揚台灣的教育體系。其讚揚的理由是台灣中

小學幾乎全是公立學校，因此全國國民有一個低廉的、一致的並且公平的受教

育機會。工黨在 1997 年執政以後，的確更迅速地提出相關方案，像是文獻探討

2.1.2 所提到的狄林報告 (Dearing Report)。 

 

• 常見質化取向之內容分析類別[27] 

(1) 概念的分析：為了釐清概念，可採取的作法有：描述概念的要義或一般的 

意義、確認概念的不同意義，或在各種例子中描述概念的適當用法。 

(2) 編纂：文獻的編纂與出版，可按照年代保留下來，對以後的研究有所助 

益。 

(3) 描述性敘述：針對某事件作描述性敘述，依年代告知其始末的故事。雖然

敘述的重點在於描述事件的細節，但事實上，它是故事的延續性與流程的

綜合。 

(4) 詮釋性分析：詮釋性分析，乃將某教育事件與該期間內其他事件的關聯性

相互結合的做法，該類分析包括同時發生的經濟的、社會的與政治的事

件，即對該事件的研究，不採孤立而在較寬闊的脈絡中，進行分析。 
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(5) 比較分析：即把當時與其他期間教育事件的相似性和差異性，作質的比較

分析，此種分析可以標示一製的趨勢、一系列獨特的情境，或開展新方

向。 

(6) 普遍化的分析：學理的分析或哲學的分析，提供普遍的詮釋。透過學理的  

或哲學的分析，歷史的例證、過去趨勢的規則，以及事件的順序所提議的

命題，皆可用來解釋教育事件的進程。 

上述任何一種分析的類別，在教育研究中均有其用途。概念分析具體指出

某一概念內蘊含的意義與涵義。文獻編纂為未來的研究保存了不可或缺的文

獻。描述性敘述可作為後續的詮釋性分析或比較分析提供間接資料。為了進一

步了解差異，詮釋性與比較性分析就顯得重要。如有新的資料出現或有不同的

科學概念呈現，既有的詮釋或分析，可能需作修正，普遍化分析也常有修正的

情況發生。 

 

• 內容分析在教科書分析上的優勢與限制[27]  

1.分析上的優勢： 

(1) 內容分析法特別適合於長期間研究的縱貫式分析及比較研究，前者可藉以

研究對象的趨勢，後者可以比較哪一套教科書意識形態較濃，或哪一家報

紙的社論較保守。 

(2) 內容分析的紀錄資料是自然發生的，如提供資料者的日記，便是在自然情

況下完成的。 

(3) 內容分析的資料極為多元，舉凡正式文件、私人文件、數量統計，甚至照

片、錄音(影)帶等，都有分析的價值。 

(4) 內容分析比大規模的調查，成本較低．且較省時；因為許多文獻大多集中

在圖書館、報館資料室，均易查詢。 

(5) 由於有的文獻，如報紙的專欄，都由學有專精之士撰寫，其品質較郵寄問

卷的品質為佳。 

(6) 內容分析的文獻多早已完成，因此內容分析不致對既有的內容、主題有所

影響。 

2.分析上的限制： 
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(1) 易忽視質的限制：內容分析是依選定的分析單位，加以量化的操作，然後

由顯現出的數量差異，探究差異的意義。這種傳統的量化研究或評量，只

重視個別變項的操作，忽視了質的部分，其實質的評量才能探討課程核心

的部分，故本研究主要以質性取向進行分析。 

(2) 易有「斷章取義」之弊：內容分析法無論是以字、句、主題、項目、人物

為分析單位或類目，都有斷章取義之嫌，由這些資料或得的結論脫離了還

境脈絡，忽視了現象所在的整體的社會結構。 

(3) 忽視潛在課程：教科書只是「顯著課程」的一部分，分析教科書，只就顯

現出來的部分加以分析，若不深入探討「潛在課程」的層面，無法了解何

以呈現這些教材，而不呈現另一種教材，也就是不能深入了解影響教材選

擇的原理、原則及影響因素。若只知其然，不知其所以然，對課程研究的

貢獻不大，故本研究分析將探討研究對象中可能存在的潛在課程。 

(4) 忽視不能說出的語言：教科書中呈現的，尤其是社會科教科書上呈現的，

只是能說出的語言中的一小部分而已。以社會科教育而言，社會科教育學

者已在有形、無形中以各種方式控制了可能引發爭議的情境，如：選擇比

較安全的知識理論，選用價值中立的語言，選擇非反省性的研究主題以及

早已被控制的社會交互作用的形式。結果內容分析時，易僅注意到這一小

部分用語看來價值中立的「能說出的語言」，而忽略了「不能說出的語

言」。 

(5) 如何挖掘「有意迴避偵測」：內容分析法已常被用於檢討性別、種族等偏

見上。宣傳教材或教科書編者為迴避傳統的內容分析的偵測，已知如何將

這些偏見隱藏到更深的層次，如「教科書敘述的相互關係結構」裡面。雖

然這樣的迴避內容較常出現在社會科學，但事實上自然科學中也會有一些

內容，是考慮學生的認知發展而被迴避的，故本研究也期望能看出教材內

容中可能迴避了哪些議題。 

 

• 近期數學教材內容分析相關研究 

  近年來數學教育以內容分析研究法為研究方法的論文有林秀瑾、張英傑 94

年發表於期刊的《 台灣地區三十年來國編版小學幾何教材內容範圍分析研究 》

[28]，為一種質化取向之內容分析中的比較分析，比較三十年來關於幾何的教材
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演變；近期則有國立編譯館補助之研究論文吳麗玲 94 年《 國小五、六年級分

數教材內容分析比較之研究─以台灣九年一貫康軒版、美國 Mathematics in 

Context 與新加坡 My Pals are Here! Maths 為例 》[29]，以一個主題作為內容分

析，但因為研究目的的不同，本研究較著重於檢視教材的銜接性，所以採納的

研究建議有限；以探討數學科內容分析方法的論文有吳明穎 91 年《國小數學教

科書內容分析之研究》[30]，但其內容為內容分析國小數學教材的方法為主，故

研究的參考價值在於此研究方法所建議的內容分析模型，但因為本研究還需探

討國中與高中的教材範圍較廣較大，所以採用的研究建議也不多。 

 

• 關於本研究內容分析的效度和信度 

本研究重視內容分析的表面效度，所選定的研究對象和探討之文獻都是已經發

行或發表之教材與研究論文，且研究對象更是鎖定同一時期所發行的台灣和英

國教材，相信以蒐集到的資料和研究對象為基礎所做的推論知適當性、意義和

有用的程度都可表現出研究效度，而這也是相關研究者提出質的研究效度之意

義[31]。 

  信度方面，本研究著重工具信度，內容分析的主要類目也就是與三角函數

相關之數學主題之訂定，除了依據指導教授的判斷以及研究者根據 2.2 節教學

目標的分析，也將時間範圍內的相關文獻加以比較所決定之，以確保所分析之

數學主題具有研究上的工具信度[32]，而相關文獻是指部編版國中教師手冊

（民國 83 年修正之數學課程標準）、南一版中學教師手冊（國中依據九年一貫

暫行綱要，高中依據民國 84 年修正之數學課程標準）和康熙版高中教師手冊所

提供之本章架構圖。分析主題是將與三角函數有所連結之數學相關主題歸納而

成，並於第四章加以比較、分析這些主題，而文獻提供之架構圖如附錄所呈

現。 

 

3.3 研究步驟 

本研究針對國內數學領域教科書進行深入而有系統的探討與分析。研究挑選數

學領域三角函數的課題，探討後期中等教育教導三角函數課程前，分析教科書

在國小與國中階段對於與三角函數相關數學主題的編寫安排，了解教材的銜接

性和一貫性。研究的實施步驟如下所述： 
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1. 準備階段前期 

(1) 於 93 學年度下學期參與中小學數學科課程綱要評估與發展研究，研究過程

中了解英國、新加坡、韓國、日本、大陸與台灣的學制和課程標準等相關背

景知識。 

(2) 蒐集資料並研讀之，所研讀之文獻有《各界人士對數學課程觀感的分析》、

《亞洲及西方各主要國家及地區的數學課程比較研究》、《數學課程全面檢

討報告》（梁貫成、林智中、莫雅慈、黃家鳴）等等。 

 

2. 準備階段後期 

(1) 94 學年度起，依照台灣目前後期中等教育數學課程中所遇之瓶頸，研討研

究方向進而研究形成問題，過程中不斷修正並將研究範圍縮小並確立研究核

心。 

(2) 根據研究問題蒐集所需之研究資料，其中包括台灣、英國之教科書等教材。 

(3) 了解研究所需之研究方法進行文獻探討， 並持續蒐集研讀研究中所可能使

用之文獻資料以供研究階段繼續做分析工作。 

 

3. 研究階段 

(1) 決定研究主類目，除了依據指導教授以及研究者的判斷，也依據文獻探討

2.2 節及教師手冊所提供之架構圖附錄一和附錄三，將與三角函數有所連結

之數學相關主題歸納而成；以這些歸納的主題尋找研究對象中的相關單元，

藉由其教師手冊提供的架構圖，如附錄二，掌握綱要中規定學生所需的基本

能力，以取得研究主題及其工具信度。 

(2) 研讀教科書，依據主類目也就是分析主題製作台灣與英國三角函數相關知識 

   之並列表格。英國原文部分之並列表放在  

http://libai.math.ncu.edu.tw/~shann/Teach/mathedu/gaojc 

(3) 加以分析比較與三角函數相關之數學主題。 

(4) 挖掘並分析可能存在之潛在課程，提供課程設計者意見。 
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第 4章 台灣與英國教材關於三角函數課題之比較與評析 

本章一共分為四小節，第一節以分年級的方式，並列、描述、比較與分析台灣和

英國教材中與三角函數相關之內容。第二節參考陳宜良、單維彰、洪萬生、袁媛

教授們在（2005）《中小學數學科課程綱要評估與發展研究》之數學主題分類方

式：數與量、代數（含關係、樣式、函數）及圖形與幾何，將鋪陳三角函數學習

內容主題歸納後再更深入的比較與評析。第三節為英國教材 for GCSE 和台灣高

中南一版教師手冊，所提供的關於三角函數單元之概念構圖；第四節以相關學理

探討教材中可能影響學生學習之潛在課程。 

 

4.1 分年並列與比較 

4.1.1 台灣和英國教材一到十年級關於三角函數課題之內容概述 

台灣教材，從一年級認識形狀開始，讓學生辨識圖形；二年級則沒有關於幾何的

教材內容；三年級的學生要能夠辨認三角形的邊與角，並有水平和鉛垂概念的單

元；四年級加深並複習三年級的教材；五年級學生開始認識圓周率，並會以數單

位格子面積的方式計算圖形面積；六年級學生開始認識比和比率，教材加深關於

圓周率的知識以便學生能夠在將來計算圓的周長和面積；七年級的學生要會使用

三角形的面積公式，對於三角形邊角關係的性質也要有所認知；八年級的教材編

有直角坐標和畢氏定理的主題；九年級的教材加深學生對於圖形幾何性質的認

識；十年級學生在上學期完成函數內容後，於下學期進入三角函數單元。 

  英國 KS1 的教材中學生要能夠辨識二維和三維的幾何圖形；KS2 教材螺旋式

的呈現位置和方位、角、二維圖形；從四年級的教材起，開始探討圖形面積，水

平和垂直概念；KS3 學段七年級的教材延續著大部分 KS2 已有的教材內容，但題

目數量增加許多，並在教材尾聲介紹函數與圖形；八年級的教材正式介紹比和比

例尺、平方和平方根；九年級的教材第一次介紹圓周率；十年級教材出現了畢氏

定理和三角函數。 
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4.1.2 以年級作區分，並列、分析、比較和描述教材內容 

 
表 4-1-1  一年級教材內容摘要並列表 

台      灣 英     國 

認識形狀（3-1  P.27）註 1

圖形歸類。 
分類圖形  (2-1 P.15) 
在紙上描繪三角形。 

認識 2-D圖形 （P.62）註 2  
圖形分類並著色。 
 

 

• 描述 

台灣在一年級上學期教科書中，請學生把形狀很像的圖形放在一起。並以文字

分別在教材分類的圖形中標示出「這些叫作三角形」、「這些叫作正方形」、

「這些叫作圓形」、「這些叫作長方形」。 

在一年級下學期教科書中，請學生繪出三角形或利用竹籤排出三角形。 

   英國沒有教科書，以習題樣卷為分析對象，Target Maths Year1 習題卷為認

識 2-D 圖形，教材中先請學生做圖形分類的動作。在一堆黑白的圖形中，圓形

塗上紅色、正方形塗上藍色及三角形塗上黃色。 

 

• 比較 

分類圖形 

台灣方面在分類圖形中，沒有出現一看就很特別的三角形，如：正三角形、等

腰三角形及直角三角形等，幾乎都是以不等邊的三角形呈現；但英國在圖形分

類上的三角形則出現了正三角形及等腰直角三角形，而英國沒有對這些三角形

作出名稱上的說明。 

 （Target Maths Year1 習題卷（P.62）） 

                                                 
註 1  （3-1  P.27）代表摘入南一版教材的章節為第三章第 1 節，且出現在教科書的第 27 頁，各   

     年級的重點摘要表依此類推。 

註 2  （P.62）代表摘入的要點出現在英國教材的第 62 頁，以下各年級依此類推。 

 36



值得注意的是，英國在分類圖形後的教學，請學生回答圖形中共有幾個三

角形，三角形有幾個邊，三角形有幾個角（corners）。更特別的是，也問了學

生圓形有幾個角（corners）。 

（Target Maths Year1 習題卷（P.62）） 

 

• 分析 

1. 台灣在圖形分類的過程中，學生容易受到圖片中原本的顏色干擾，譬如：正

方形、長方形及三角形，圖片中其實都塗上綠色，但這也更能讓學生釐清圖

形顏色跟圖形形狀無關。 

2. 英國教材則需要學生準備四種顏色的色筆，處理塗顏色的問題，學生可能以

相同顏色計算各圖形的個數，而不是以認識圖形形狀本身去計數。 

三角形塗上黃色，但其實圖片的指引說明是正三角形的那個形塗上黃色，可

是需要分類的圖片中卻有出現等腰直角三角形，如果遇到要求精準的學生，

可能會產生疑惑，如果遇到色盲的學生在著色上可能會對使用色筆產生問

題。 

整體而言，台灣和英國皆以圖形分類的方式，讓學生開始認識圖形，以定

義名稱的方式介紹圖形名稱 。台灣和英國的教材設計，皆以依據圖形的外表輪

廓來讓學生分辨圖形。此時學生能辨認三角形或正方形，但其辨認只依照整個

形狀，不會分析圖形的性質，並不知道正方形是四個邊等長且四個角都是直角

的性質。 

• 本年級教材內容與三角函數的關聯性 

認識圖形，學生知道三角形這個平面圖形，為一個三角函數在幾何認知上的起

步。 
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表 4-1-2  二年級教材內容摘要並列表 
台      灣 英     國 

 
認識 2-D 圖形 （P.94）  
圖形分類並著色。 
 

 
• 描述 

台灣沒有與三角函數直接有關的教材內容 

英國則在 Target Maths Year2 習題卷為認識 2-D 圖形 ，教材設計中，依然延襲

Target Maths Year1 利用請學生著色分類圖形，但對於圖形分類設計上顯得更為

嚴謹，也就是沒有發生圖片的指引說明是正三角形的那個形塗上黃色，分類的

圖片中卻有出現等腰直角三角形的情況。 

 
Target Maths Year2 習題卷（P.94） 

  另外英國開始請學生利用著色方式，分類直角三角形和其他三角形、分類

半圓形和其他不同弧度的圓形。但在教材文本中，並沒有出現定義什麼是直角

三角形和半圓形的敘述。 

• 本年級教材內容與三角函數的關聯性 

認識圖形，學生知道三角形這個平面圖形，為一個三角函數在幾何認知上的起

步。 
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表 4-1-3  三年級教材內容摘要並列表 

台      灣 英     國 

認識三角形的邊、角和頂點 ( 4-1) 認識 2 維圖形 (P.80) 
三角形：具有三條邊的二維圖形。 

 
察覺平面圖形物件的角 (4-2) 
例：指出圖形的角在哪裡？ 

          
 
水平和鉛垂 (7-2) 
認識水平面和水平直線 
1 利用水在瓶中的靜止畫面，觀察水面

是不是平平的。並敘述水平面平平的直

線，叫作水平直線。 
2 利用懸吊重物的畫面，敘述由上到下

直直的線叫作鉛垂直線。 
 
認識角 (6-1) 
比較角的大小時，把 2 角疊合，頂點對

齊頂端，以小角落入大角之內或 2 角的

1 個邊長相對齊，看另 1 邊長的落點來

判斷大小角。 
 
認識直角 (6-2) 
鉛垂直線和水平直線所形成的角，叫 
做「直角」。 
比直角大的角叫「鈍角」；比直角小 
的角叫「銳角」。 
 
認識量角器 (6-3) 
用「量角器」可以量出角的大小。 
直角是 90 度。 

 
位置和方位 (P.88) 
找出在格子點上的位置並使用東、南、

西、北表示方位。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
在格子點上的位置是由坐標決定的。 
橫坐標總是第一個寫出。 
 
角 （P.90） 

了解半圈、
1
4

圈的旋轉。 

 

12 1

2

3

4
56

7
8

9

10

11

 

12 1

2

3

4
56

7
8

9

10

11

 
 

N

W E

S

N

W E

S  
 

邊 
頂點 

角：轉角的地方 

4

3

2

1

 A       B       C      D 

○ 

□
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• 描述 

台灣在三年級，開始以形狀的方式定義三角形的角，比較角的大小，並且認識

直角，學生能夠使用量角器測量一個角的度數。 

英國在三年級，認識二維圖形的單元定義三角形為具有三條邊的圖形，並

以矩陣和坐標的方式，教導學生如何說明一個點或圖在方陣和坐標中的位置。

英國也在三年級的時候開始介紹角。 

 

• 比較 

1. 角 

台灣和英國都在三年級的時候介紹角，但介紹角的方式不相同，台灣以形狀的

方式指出平面圖形上的角；而英國以時針分針的夾角及指南針的北方和南方、

北方和東方的夾角，敘述指針的旋轉用來表示角的旋轉量，並說明指針旋轉
2
1

圈後為一直線，旋轉
4
1

圈為直角。 

2. 直角 

台灣在第五冊的國小教材中教導鉛垂線和水平線的前置教材，在第六冊介紹角

後，引出「鉛垂直線」和「水平直線」的交角為直角，但是英國此階段的學

生，教材中並沒有提到關於「鉛垂直線」和「水平直線」的知識，英國教材是

利用時針和分針的夾角，北方和東方的夾角，說明時鐘和羅盤的
4
1

圈為直角。 

3. 比較角的大小 

台灣和英國皆在三年級比較角的大小，台灣是以課本介紹的程序性方式 ，讓學

生操作後比較任意兩角的大小，英國則是請學生判斷圖形中的角比直角大或是

小。但是台灣在三年級第六冊教材的第六單元介紹量角器的使用，讓學生處理

關於測量角度的問題。 

4. 位置和方位 

台灣國小一年級下學期的教材中，以左手邊和右手邊介紹位置和方位，但是到

三年級時，還沒有如同英國以坐標的形式教導學生關於位置和方位的概念。 
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• 分析 

1. 認識角 

台灣以形狀的概念介紹角，英國以旋轉量的方式介紹角，但若問「圓」有幾個

角問題，都會令學生發生認知衝突。特別是英國在 Target Maths Year1 習題卷

上，已經問到學生圓有幾個角（corner），台灣教材中則一直迴避這個不適合學

生回答的問題。 

英國以旋轉量來介紹角的方式，學生雖能與生活中看時鐘的畫面做結合，

但英國在舉例和練習其實都是以整點的時刻，來引導學生了解特殊角（ 、

、 ）的概念，嚴格來說，這不算是很真實的生活情境，因為學生不會

隨時看到有時針、分針出現在整點時刻的時鐘，學生需要想像一些畫面來處理

關於旋轉量定義角的概念。 

°90
°180 °360

 

• 本年級教材內容與三角函數的關聯性 

台灣與英國在三年級的教材中皆出現了直角的概念，一般介紹三角函數的三角

比就是從直角三角形中開始定義，所以必須先認識什麼是直角。台灣方面，介

紹了角的概念與使用量角器測量角，英國也介紹了角的概念，而這是介紹直角

的前置經驗。位置和方位的單元雖然不直接與教導三角函數有關，但卻是三角

測量中可能用到一個知識層面上的屬性也和極坐標直接相關。 

 

表 4-1-4  四年級教材內容摘要並列表 

台      灣 英     國 

辨識直角和平行線 (3-3) 
 

 
直角的記號  

 
複習邊、角和頂點 ( 3-4) 
兩條直線相交所成的形狀叫做角。 
 
分類、命名和比較異同 (3-5) 
有兩個邊等長的三角形，是等腰三角

形；三邊都等長的三角形是正三角

形。 
 

面積和周長 （P.82） 
面積的單位通常是平方公尺（ ）或

平方公分（ ） 

2m
2cm

 
周長是繞著圖形邊長的長度。 
周長的單位通常是公尺或公分。 
了解面積和周長的分別 
 
長度測量的單位為公尺或公分 
了解一個域的面積和周長的差別 
周長是圍籬 
面積是那個域本身 
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張開角的認識和大小比較 (3-6) 

 
旋轉角的認識和大小比較 ( 3-7) 
角的大小不會隨著位置、方向的改變

而改變。 
 
認識量角器和度的意義 (3-8) 
量角器每 1 小刻度形成的角是 1 度，

可記做 。 1
 
使用量角器做角 ( 3-9) 
例：用量角器分別畫出 60 度和 140 
    度的角。 
 
 
使用量角器量角度 (3-10) 
例：拿出 1 個三角板，先在角上做記  
   號，再量量看，3 個角各是幾度？ 
 
長度和方位 (2-1)  
以教材中，學校在市區位置的繪圖，

教導學生東、南、西、北的方位。 

6cm

4cm 

 
面積 = 長×寬 
       = 6×4 平方公分 = 24 平方公分 
周長 =  2 ×（長＋寬） 
         =  2 × （6＋4） 公分 
         =  20 公分 
 
測量面積和周長 

  
 
二維圖形 （P.92） 
有三個邊的稱為三角形 
介紹等邊和等角在圖形上的記號。 
並圖示三種三角形 
直角三角形 
等腰三角形 
正三角形 

直角三角形 等腰三角形
正三角形  

坐標 （P.102） 
學習在坐標上找到方格點的位置 
 
直線 （P.104） 
地平線是遠方天與地的交界處 
 
水平線是延著地平線的 
 
垂直線為垂直水平線的直線 
 
對角線是從一角到另一角直線 
 
例如： 
水平線––旗子的上方和下方的邊 
垂直線––旗子的側邊 
對角線––橫跨旗子 
 

角可以這麼記 
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鉛
直
線

水平線

 
 
角 （P.108） 
角是旋轉和轉彎的多少的量度。 
介紹度的記號（ ° ）.   
 
旋轉一圈為360  
旋轉半圈為180  
直角為90  

°

°

°

 
利用時鐘的分針旋轉說明： 
分針旋轉一圈360 為一小時 
分針旋轉半圈為180 為 30 分鐘 
分針旋轉直角為90 為 15 分鐘 

°

°

°

 
12 1

2

3

4
56

7
8

9

10

11

 
 
使用指南針羅盤說明 
順時方向旋轉 
由北方旋轉到南方為180  
由北方旋轉到東方為90  
由北方旋轉到東北方為 45  

°

°

°

 
N

EW

S
SESW

NENW

 
 
順時鐘方向旋轉與逆時鐘方向旋轉 
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• 描述 

台灣在四年級時，介紹平行線和辨識直角，學生開始認識直角的記號，教材中

用角的旋轉量之觀點，說明角的概念。學生除了要能用量角器測量角度外，也

要能利用量角器畫出老師指定角度的角。第八冊的教材中，學生要能夠回答關

於東、南、西、北的方位問題。 

  英國在四年級時，教材中出現了直角三角形、等腰三角形及正三角形的圖

示。學生認識等邊、等角及直角的記號；教材開始試圖說明水平和垂直的概

念，並以長方形的旗子引導學生了解水平線和垂直線。在角及坐標的單元內，

並沒有出現較英國三年級教材中更深的知識，但加廣了一些習作內容。而英國

在四年級的教材中，在例題中學生能夠計算長方形的面積和周長，在練習的題

目中也要求學生測量三角形的周長和計算三角形的面積，需要被測量和計算的

三角形有兩個，教材中圖示一為直角三角形，另一為正三角形，但都沒有出現

引導計算的文字解說。 

• 比較 

1. 三角形的圖示和說明 

英國以明確的三角形圖示及記號介紹了直角三角形、等腰三角形及正三角形，

但沒有明確的定義；台灣教材中則以較明確的定義敘述，說明了等腰三角形和

正三角形。 

2.水平和垂直 

英國在四年級的教材中開始說明水平和垂直的概念，而台灣在國小三年級的教

材中就已經開始闡述水平線和垂直線。 

• 分析 

水平和垂直 

英國教材中的水平和垂直的概念，是概念性的敘述，例如：「地平線是遠方天

與地的交界處」、「水平線是延著地平線的」及「垂直線為垂直水平線的直

線」，都是需要學生想像的語句。 

台灣三年級教材中關於水平和垂直的概念則以程序性的方式，讓學生經由操作

和觀察，讓學生了解水平和垂直。 

 

• 本年級教材內容與三角函數的關聯性 
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台灣方面延續三年級教材介紹直角，這與定義在直角三角形上的三角函數有

關；位置和方位的單元，雖然不直接與教導三角函數有關，但卻是三角測量中

可能用到一個知識層面上的屬性。英國開始介紹周長和面積的測量，進而要求

學生能夠計算直角三角形和正三角形的周長和面積，都是在三角函數單元中利

用面積導出相關定理或性質的必要的知識。 

 

表 4-1-5  五年級教材內容摘要並列表 

台      灣 英     國 

垂直、平行和四邊形 (9-3 ) 
兩條直線相交所成的角是直角時，可以

說兩條直線互相垂直。 
互相平行的線，和同一條直線垂直，把

平行線延長，永遠不會相交。 
 
三角形內的角度 (9-3 ) 

面積和周長 （P.84） 
面積的單位通常是平方公尺（ ）或

平方公分（ ） 

2m
2cm

 
周長是繞著圖形邊長的長度。 
周長的單位通常是公尺或公分。 
了解面積和周長的分別 

三角形內的角合起來叫做「內角和」，

共180 度。 
長度測量的單位為公尺或公分 
了解一個域的面積和周長的差別 

40(   )

180 - ( 90+40 ) = 50  
 
認識圓周率 (11-1 ) 
每 一 個 圓 的 周 長 大 約 是 直 徑 的 3.14
倍，我們把這個「3.14」，叫做「圓周

率」。 
圖形的面積 (5-1 ) 

  
先利用平行四邊形在方格上計算平行四

邊形的面積，三角形的面積為平行四邊

形面積的一半。 

周長是圍籬 
面積是那個域本身 
測量面積和周長 
 

 
 
坐標 （P.92） 
一個在格子點上的位置是由 x 和 y 座標

決定的。 
 
線 （P.94） 
了解平行線和垂直線。 
平行線間的距離相等。 
鐵軌是平行線。 
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 垂直線與另一直線的交角為直角。 
 

 
 
對角線 
對角線是從一角的頂點到對角的頂點。

 

 
 
二維圖形（P.96） 
與國小四年級同一個單元主題相比較多

了不等邊三角形的介紹 
 

直角三角形 等腰三角形
正三角形

不等邊三角形

角（ P.107 ） 

以夾角圖示直角 、小於 角的銳

角、大於 角並且小於180 的鈍角 
90° 90°

90° °

轉一圈 360 直角 90 銳角比 90 小 鈍角比90 大並且比180 小

 
 
使用量角器（P.107） 
大部分的量角器有兩種度刻度方式，順

時方向的刻度稱為外刻度，逆時方向的

刻度稱為內刻度。使用正確的刻度測量

角度是重要的。 
使用量角器常犯的錯誤類型 
1.使用錯的刻度 
2.因為錯誤的方向而讀錯刻度 
 
介紹角的記號 

（ 
∧

 ）, 例如 AO  E
∧
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在直線上的未知角 （P.113） 
例如 

x45  
 

45 180x° °+ =　 °  
135x° °=　 　　  

 

• 描述 

台灣五年級的教材繼續教導學生垂直和平行的概念，對於三角形的內角和為

做出說明，在圓周和直徑的單元學生由教材認識圓周率大約為

（

180° 3.14

÷圓周長 直徑 ）。在第十冊的教材中，台灣開始介紹如何計算三角形面積。 

英國五年級的教材在面積和周長、坐標、線、二維圖形和角的單元內容都

與四年級的教材相仿；與以往教材內容不同的兩個單元分別是使用量角器和求

直線上的未知角，在使用量角器的單元中正式出現了代表一個「角」的記號為

（  ）。 
∧

 

• 比較 

1. 垂直和平行 

台灣和英國在五年級的教材都有設計關於垂直和平行的單元，這個單元中，台

灣配合四邊形分類的活動，定義了菱形（4 個邊都等長的四邊形）、梯形（只

有 1 雙對邊互相平行的四邊形）和平行四邊形（2 雙對邊互相平行的四邊

形）。英國則更明確的圖示平行線和互相垂直的直線，但在「線」這個單元中

相較於平行線和垂直線的討論，對角線的討論明顯多了更多，而且針對幾個正

方形的對角線性質有明確的敘述，教材中也設計了幾個觀察凸多邊形對角線的

活動。 

2. 未知角度的計算 

英國在五年級的教材中已經出現了未知角度的代數計算，利用未知數形式的代

數，列出一條式子，計算直線上的未知角度。台灣方面在三角形內角和為180

的教材中，也有類似英國教材的計算，但沒有明確使用未知數的代數形式，只

利用180 減去三角形中另外兩個已知角的角度，求出另一個未知角的角度。 

°

°
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• 分析 

英國教材在指導學生使用量角器作為測量角度的工具比台灣進度稍晚，但台灣

和英國都在教導學生使用量角器後，分別示例學生利用計算的方式，不用量角

器實際測量，計算直線上和三角形內未知角的角度。 

• 本年級教材內容與三角函數的關聯性 

形體、垂直和平行的圖像概念與三角函數測量有關外，台灣和英國的教材都在

五年級介紹如何求出未知角的角度，找出未知角為學生轉換正、餘弦三角函數

－求出餘角的前置經驗，尤其台灣教材中第一個處理的未知角度是以直角三角

形例示。 

 

表 4-1-6  六年級教材內容摘要並列表 

台      灣 英     國 

三角形的面積 ( #11 5.2 ) 
三角形的面積＝底×高÷2。 
 
比的意義 ( #11 12.1 ) 
例題： 
5 個好兒童章對 1 張獎勵卡，一般人 
通常會說兒童章對獎勵卡的比是「5 

比 1」，記成「5：1」。像這樣的表示

方法，我們叫做「比」。 
 
比值 ( #11 12.2 ) 
例題： 

面積和周長 （P.84） 
計算直角三角形的面積 
 
思考長方形面積的一半為一直角三角形

的面積。 

4 公分

5 公分  
 
長方形面積 = =  220 cm2(5 4) cm×
直角三角形面積 =  2 220 2 10cm cm÷ =拉動滑輪組的長度是物品上升高度的 2

倍。這個 2 是「2：1」、「4：2」、 線 （P.90） 
了解平行和垂直線 「6：3」的比值，也就是比的前項

除以後項所得的結果。 平行線間的距離相等。 
鐵軌是平行線。 最簡單整數比 ( #11 12.3 ) 

例題： 
像「1：5」這個比，除了 1 以外沒有 
其他的公因數，我們叫做「最簡單整 
數比」。 

  
垂直線與另一直線的交角為直角。 

圓周率 ( #12 8.1 ) 
每一個圓的圓周長與直徑之比值約為

3.14，我們把這個圓周長與直徑之比值

叫做「圓周率」。    
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對角線 
對角線是從一角的頂點到對角的頂點。

 
交線 
兩條互相通過的直線 
 
交點 
交點在兩條相交的直線上 
 
了解交叉線和交點 

A

        
 
角 （P.105） 
以夾角圖示直角90 、小於90 角的銳

角、大於90 角並且小於180 的鈍角以

及大於180 的優角（reflex angle）. 

° °

° °

°

 

 轉一圈 360 銳角比 90 小 鈍角比90 大並且比180 小
優角大於180

 
求未知角角度 
例如 
․直線上的未知角，角度計算 

直線上的角度和為180  °

․點上的角度 
  繞點一圈的角度和為360  °

80

y

 
80 360y ° °+ =  

280y °=　  
 
․求三角形內的未知角的角度 
  三角形內角和為180  °

 

• 描述 

台灣在六年級的教材中，編製了「比」和「比值」的概念，並在第十二冊繼續

對圓周率做更深入的介紹。 
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英國在六年級的教材中，與三角函數相關的概念除了「三角形內角和為

」之外，其餘單元均與過去的教材內容沒有太大差別，只加深加多了些習

題內容。 

180°

 

• 比較 

面積的計算 

台灣教材從五年級開始鋪陳關於三角形面積的計算，與英國教材相同的部分

為，教材中都是由長方形或平行四邊形開始進而計算直角三角形面積， 但英國

在四、五年級教材上，引導學生學習三角形面積的計算並沒有和台灣一樣利用

方格面積的方式來處理，在六年級的教材中，以較為直接的文字方式敘述：

「長方形面積的一半即為所求之直角三角形面積」，教材中畫出長方形的一條

對角線，直接給學生長方形面積為直角三角形面積的兩倍之概念。 

 

• 本年級教材內容與三角函數的關聯性 

台灣在六年級的教材中設計有「比」和「比值」，運用「比」和「比值」與三

角函數中三角比的內容有直接的關係，三角函數三角比的定義就是來自於直角

三角形某兩邊長的比值。五、六年級教材中設計有圓周率的單元，是三角函數

在弧度量的轉換上的一個重要的前置經驗。 
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表 4-1-7   七年級教材內容摘要並列表 
台      灣 英     國 

圖形的樣式與規律 (3-2 p.99) 

高

底  
三角形面積 = 

2
×底 高  

 
角及度量 (1-1.1 p.5) 

AB 與 AC 交於 A 點，形成了一個角，我們

把這個角記成 、 或BAC∠ CAB∠ A∠ ，點

A 稱為 A∠ 的頂點， AB 與 AC 稱為 A∠
的邊。當我們用「 A∠ 」這個符號時，可

以代表一個角，也可以代表該角的角度。

 
如果 BA 垂直 AC ( A∠ = )，我們說 90

A∠ 是直角；如果 A∠ < ，我們說90 A∠ 是

銳角；如果 > ，我們說A∠ 90 A∠ 是鈍

角；如果 A∠ =180 ，我們說 A∠ 是平角。

 
組成三角形的要素 (1-1.2 p.6) 
若依三角形的內角角度來看： 
三個內角都小於 的三角形稱為銳角

三角形；有一個內角是 的三角形稱為

直角三角形；有一個內角大於 的三角

形稱為鈍角三角形。 

90
90

90

三角形的三個內角和是 。 180
 
三角形的邊角關係 (1-1.4 p.12) 
Δ 中、如果ABC A∠ > B∠ > ，那麼C∠
BC > AC > AB 。也就是說，一個三角形

中，若有兩角不相等，則大角對大邊。

Δ 中，如果ABC BC > AC > AB ，那麼

#7註 3 角 (P.47) 
了解銳角、鈍角、優角和直角。 
 
角是由一直線從一個位置旋轉到另一個

位置所產生的。 
 

一圈、半圈、
1
4

圈的旋轉 

 
1
4

圈的旋轉也轉了一個直角 

 
A.比較角度大小 
B.使用量角器測量角度 
C.畫角度 
  使用量角器畫出指定的角度 
D.繞著某點旋轉的角度 
E.計算角度 
計算未知繞點的角度 
計算直線上未知的角度 
計算直線未知的對頂角角度 
 
#17 數的胚騰 (P.127) 
3×3 稱為 3 的平方 

#23 三角形 (P.164) 
給定長度和角度下畫出三角形 
三角形的分類和它們的性質 
計算三角形的角 
 
A.正確畫出三角形（使用圓規和直尺）

介紹名詞：角、半徑、建構（尺規作圖）、

頂點 
  
◎圓的一部分稱為弧 
◎圓心到圓周的距離稱為半徑 
◎利用筆、直尺和圓規正確的畫出圖形

稱為作圖，利用這個方法畫出的圖形稱

為尺規作圖 
◎一個圖形轉角的部分稱為形的頂點 
 

A

B

C

                                                 
註 3 #7 代表摘入的要點出現在英國該年級教材的第 7 單元，以下各年級依此類推。 
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A∠ > B∠ > 。也就是說，一個三角形

中，若有兩邊不相等，則大邊對大角。 
C∠

 
相似三角形 (2-2.3 p.62) 
當兩個三角形對應邊長成比例時，那麼

這兩個三角形相似。 
當兩個三角形對應角相等時，那麼這兩

個三角形就相似。 
 
角的度量與弧長 (3-1.2 p.75) 
我們通常用量角器去度量一個角的大

小。以任意相鄰的兩個等分點與圓心的

連線為兩邊，圓心為頂點的角的度數都

是 1 度(記為 )。 °1
圓心角的度數等於它所對弧的度數；弧

的度數等於它所對圓心角的度數。 

B.正三角形 
三邊相等長度的三角形為等邊三角形 
介紹正多面體：正四面體（4 個三角形）、

正六面體（6 個三角形）、正二十面體

（20 個三角形） 
 
C.等腰的三角形 
有兩邊以上邊長相等的三角形稱為等邊

三角形 
 
D.不等邊的三角形 
三個邊長都不一樣長的三角形為之 
 
E.使用角 
利用量角器和有刻度的值尺畫出指定的

三角形（給定的條件為 ASA） 
 
F.三角形的角 
◎內角和為180  
◎三角形中其中一角為 稱為直角三

角形 
 
G.使用二等邊三角形的角 

°

90°

 
#26 面積和周長 （P.195） 
 
三角形的面積為何？ 

 
 
#35 垂直線和平行線（P.250） 
※判斷垂直和平行 
※畫出垂直和平行線 
 
知道你的計算器 
會按出 49  
 
#51 函數與圖形 （P.362） 
※依據規則畫出圖形（函數圖形） 
※找到直線方程式 
 
把方程式 2 1y x= + 想成一個與 x 和 y
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有關的規則、函數。 
給定一個 x 值會找到一個 y 值。 

• 描述 

台灣在七年級的時候，教材中出現三角形面積計算公式，學生要學會量測角的角

度、知道弧度的定義和如何計算弧長。三角形的性質章節中複習小學已經教過的

銳角、鈍角和直角三角形，進而學生要知道三角形的邊角關係、圖形的放大與縮

小章節中則介紹相似三角形及其應用。 

    英國延續著國小教材的內容，同樣以旋轉量介紹了角、垂直線和平行線。在

三角形的單元中，則介紹了正三角形、等腰三角形和不等邊三角形。在正三角形

的主題中介紹了五種正多面體，而七年級的英國學生在計算三角形面積的方式則

以計算方格面積的方式處理，教材中沒有提出三角形面積計算公式的文字。值得

一提的是，英國在七年級教材的尾聲介紹函數與圖形。 

 

• 比較 

1. 面積計算 

英國開始計算三角形面積，但七年級教材中這個面積計算方式，在台灣五年級教

材第十冊中就已經出現。台灣七年級的三角形面積計算已經教導學生使用公式。 

2. 三角形的性質 

七年級的台灣教材，介紹三角形不以觀察形狀後而產生的概念為重點，取而代之

的是直接明確定義什麼是正三角形、等腰三角形、銳角三角形、直角三角形和鈍

角三角形。教材明顯更著重三角形的相關性質，先確立能構成一個三角形的三邊

長關係，再利用摺紙操作的活動，讓學生認知大角對大邊的邊角關係，最後甚至

介紹了三角形兩邊中點連線性質。 

七年級的英國教材，學生要能依照例示用圓規和直尺畫出一個三角形，然後

教材中定義了一些關於圓和圓規的專有名詞，接下來教材設計的活動是確立構成

一個三角形的三邊長關係，儘管沒有如同台灣教材將結論整理出來，但單元中仍

請同學試著以圓規和直尺畫出三邊長為 10 公分、4 公分和 5 公分的三角形，並

觀察會發生什麼事情？教材中沒有確立三角形的邊角關係，所以沒有出現如同台

灣大於（＞）或小於（＜）的符號。三角形內角和為180 的內容，台灣教材在五

年級已經利用完全一樣的剪紙操作的方式做出說明。英國在這個單元的教材除了

°
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介紹正三角形還介紹了五種正多面體，並例示如何利用圓規、直尺和剪刀做出一

個正六及正八面體，這是一個很特別的活動設計。 

3. 圓和弧的認識 

七年級的台灣和英國教材，都介紹了圓和弧的概念，英國在使用圓規後定義了一

些與畫圓有關的基本名詞；台灣教材中則配合量角器的使用，介紹了圓心角，然

後說明「弧的度數等於它所對圓心角的度數」，而不是像英國對於弧只介紹它是

屬於圓的一部份。 

 

• 分析 

1.相似三角形 

七年級的台灣教材較英國教材早介紹相似形，台灣以「兩個多邊形，如果對應邊

成比例，而且對應角相等，就說這兩個多邊形是相似多邊形」的敘述句，明確的

定義了什麼是相似多邊形後，再教學生相似三角形的相關知識。教材中各以一個

活動說明「當兩個三角形對應邊成比例時，那麼這兩個三角形相似」及 

「當兩個三角形對應角相等時，那麼這兩個三角形相似」。 

2. 垂直和平行 

七年級的英國教材繼續鋪陳關於垂直和平行的概念，跟英國小學教材不同的地方

在於，對於垂直和平行的介紹不再只以「地平線是遠方天與地的交界處」、「水

平線是延著地平線的」及「垂直線為垂直水平線的直線」等需要學生想像的語句

做說明，反而較如同台灣小學教材中介紹垂直和平行，以具體形物操作後，讓學

生了解。例如：介紹平行時，教材中的示例為，請學生押著筆桿滾動一枝筆，這

支筆在起點和終點處就互相平行。 

3. 函數與圖形 

七年級的英國教材開始介紹函數與圖形，教材中說明函數為一個規則。教材中說

例，把方程式 想成一個與2y x= +1 x 和 有關的規則，給定一個y x 值會找到一個

值。對於函數與圖形的介紹，英國較台灣早開始鋪陳。 y

• 本年級教材內容與三角函數的關聯性 

三角形性質的應用，是三角函數重要的基本知識。台灣介紹相似形與三角測量有

很大的關係；英國介紹函數與圖形則為三角函數在「函數」上的一個基本認識。
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而台灣和英國教材中提到關於圓和弧的知識，則為三角函數相關定理或應用問題

在名詞上的基礎知識。 

 
表 4-1-8  八年級教材內容摘要並列表 

台      灣 英     國 

坐標平面上的點與坐標 (4-1.3 p.124) 
坐標平面是由一條水平數線( x 軸)與一

條鉛垂的數線( y 軸)所構成，x 軸向右為

正向、y 軸向上為正向，兩軸的交點O 稱

為原點。 
坐標平面被 x 軸、 軸分割成四個區域

(不含

y
x 軸、 軸)。依逆時針方向，分別

稱之為第一、第二、第三、第四象限。

y

 
平方根與畢氏定理 (2-2 p.62) 
畢氏定理：任意一個直角三角形，其兩

股長的平方和等於斜邊長的平方。 
 
 
 
 
 
 

#2 比 （P.6） 
使用比的記號。 
瞭解等比。 
比較「比」。 
 
#8 面積 （P.114） 
三角形的面積公式 

2
高底

面積
×

=  

思考此方法 
「找出底和高的一半」 
底邊，可以是三角形的任意邊，但高必

須是垂直於選定底邊的一條特定直線 
 
#16 平方、立方及平方根、立方根（P.106）

計算平方和立方數。 
找出平方根和立方根。 
 
#22 比例尺 （P.152） 
比例因子（scale factors） 
使用比例尺繪圖 
 
#24 方位角（P.170） 
用三個位數來測量和紀錄方位角 
用其他兩點的方位角來固定一點的位置

 
#32 規則和坐標（P.222） 
函數圖形在四個象限 
給定直線兩端點的坐標，找出直線的中

點 

y 

第二象限 
(－，＋) 

第一象限 
(＋，＋) 

x
第三象限 
(－，－) 

第四象限 
(＋，－) 

 
斜邊      股 
 
     
  股 

 
• 描述 

台灣在八年級二元一次方程式的教材後，設計了平面坐標系的單元，單元中介紹

了坐標平面上的點與坐標；在平方根與商高定理的單元中，說明「任意一個直角

三角形，其兩股長的平方和等於斜邊長的平方」。 

 55



英國在八年級教材的一開始正式介紹了比和比值的表示法與概念，接著介紹

三角形面積公式；在第十六單元中同時介紹了平方、立方及平方根、立方根。教

材的尾聲有「比例尺」、「方位角」和「尺規作圖」三個單元。 

 

• 比較 

1. 平面坐標 

台灣在平面坐標的單元中，除了說明如何敘述方向和位置的內容外，更請學生畫

出二元一次方程式的圖形，但是教材中沒有將方程式與函數的概念做出連結，這

是與英國教材內容不同的一個地方。另外，台灣的教材很注重兩個二元一次方程

式的聯立解在平面坐標上的圖形樣式。 

英國在教材中沒有如同台灣明確介紹坐標平面上的四個象限，但也利用二元

一次方程式在坐標平面上畫出圖形，不過比台灣教材更強調方程式就是一個規

則、一種函數的概念，而沒有強調如何敘述方位，畢竟英國教材之前已經對於平

面坐標上如何表示方位的鋪陳，有長期的螺旋式設計。 

2. 平方根 

台灣在介紹平方和平方根後，就開始介紹商高定理。學生會運算平方和平方根是

配合商高定理的一項重要技能。英國教材對於「平方、立方及平方根、立方根」

這個單元，沒有強調要如何應用，但很重視學生要會運算，教材中在坐標平面上

繪出－「橫軸是 -4 到 4，縱軸是 -4 到 4 的平方」的圖形。英國教材同時重視

學生對於平方、立方及平方根、立方根的運算技能，設計許多計算的題目。 

• 分析 

英國教材在八年級第一次正式介紹比和比值以及三角形的面積公式，這兩項教材

內容的教學時間點已經比台灣晚了許多，台灣小學六年級的教材就已經設計有比

和比值的單元。英國教材在設計比例尺的單元，呈現有相似形的概念，但沒有如

同台灣七年級教材就明確說明相似多邊形的定義，更沒有介紹相似三角形，以請

學生實際在方格上繪圖放大或縮小各類形狀為教材主軸，比例尺單元的尾聲將八

年級一開始介紹的「比」引入，讓學生在比例尺換算中注意測量單位。英國教材

中方位角是台灣在八年級前的教材都還沒有出現過的內容。 

• 本年級教材內容與三角函數的關聯性 
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八年級的台灣和英國教材，計算數的平方和平方根是與三角函數最有關聯的部

分，台灣更介紹了商高定理，這與求銳角的數值三角有很大的關係。英國「比」

和「面積」的教材內容，都是要能使用三角函數定義或導出三角函數定理的重要

前置經驗。表列其他英國和台灣的單元都與三角測量有關。 

 
表 4-1-9  九年級教材內容摘要並列表 

台      灣 英     國 

比與比值 (4-1 p.112) 
兩個數 a 與b (b 0)，a 比 就記作 ：

，它的比值為

≠ b a

b a
b

，其中 稱為這個比的

前項、b 稱為這個比的後項。 

a

 
相似三角形 (4-2 p.138) 
SAS 相似性質：如果兩個三角形的一角

相等，而且夾此角的兩邊對應成比例，

則這兩個三角形相似。 
AAA 相似性質：如果兩個三角形的三個

內角對應相等，那麼這兩個三角形必相

似。 
SSS 相似性質：如果兩個三角形的三邊

長對應成比例，則這兩個三角形相似。

 
三角形的外接圓 (1-2.1 p.24) 
直角三角形的外心即斜邊的中點，它到

三個頂點的距離相等。 
直角三角形中，若有一個內角為 ，°30
則此角所對應的股其長度是斜邊長度的

一半。 
 
幾何證明 (2-2 ex4,ex5) 
一 個 直 角 三 角 形 ， 已 知

， ，則 
ABC

°=∠=∠ 45BA °=∠ 90C
BC ： AC ： AB =1：1： 2 。 
一個直角三角形 ABC，其三個內角為

， ， ，則 °=∠ 30A °=∠ 60B °=∠ 90C
BC ： AC ： AB =1： 3 ：2。 
 

#5 使用規則（P.37） 
解出簡單的方程式。 
代換數字進入一個公式去解出給定方程

式。 
改變簡單公式的主題 
 
反算的規則(Inverse rules) 

從 6m n 2= − 轉換成
2

6
mn +

=  

隱含的方程式(Implicit equations) 
10x y+ =  

#6 圓周長 
從一個圓的直徑和半徑來計算一個圓的

圓周。 
圓周長是繞著圓的長度 
 
圓周長的計算公式 
正確的乘數為π  
 
圓周長的計算公式（P.50） 
r 為半徑，d 為直徑，C 為圓周長 
C=π d 
又 d=2r，故 C=π ×2r 寫成 C=2π r 

半徑 r 

 直徑 d

 
 
#8 放大（P.55） 
※從形的中心點放大一個圖 
※處理放大的問題 
利用比例因子 
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#10 直線圖形（P.63） 
※根據代數方程式畫出直線圖形 
※找出平面坐標圖形中直線的斜率以及

此直線和 y 軸的截距。 
※根據直線的斜率以及直線和 y 軸的截

距，找出直線方程式。 
 
 
 
#11 點、線和弧 （P.73） 
※滿足某種規則所形成的點集稱為軌跡

※取得正確的資訊畫出正確的圖 
 
#13 比和比例 (P.85) 
將比寫成一個數 
則用比值去決定，兩個量受否成比例 
例題 
這個長方形的窗戶高為 50 公分，寬為

20 公分 

高度
50 cm

寬度
20 cm  

高：寬為 50:20 or 5:2 

另一個比的表示法為
高

寬
 

這個窗戶高與寬的比值為
50 2.5
20

= =
高

寬

 
#21 角 （P.151） 
※複習之前習作過的角之知識 
※學習關於角和平行線的知識 

• 描述 

台灣在九年級的教材設計有比與比值、相似三角形、三角形的外接圓及幾何證明

等單元，其中相似三角形較七年級相似三角形教材有更深入的內容，但更強調相

似三角形本身的性質，也搭配比與比值的概念做應用。三角形的外接圓和幾何證

明單元中，皆以例題或習題強調直角三角形的邊角關係。 
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英國在九年級的教材還是以螺旋式的編製結構為主，因此在使用規則、圖形

放大和直線圖形等單元都是稍微加深些之前已經教過的概念，唯一新的單元就是

圓周長。九年級教材的尾聲，英國特別整理一個「角」的單元，統整複習曾經教

材中編製關於「角」的知識。 

• 比較 

1.圓 

對於圓的介紹，台灣開始於小學五年級的圓周率，英國首次提到圓周率就是九年

級，很明顯英國介紹圓的時間比較晚。對於圓周率本身的介紹，英國教材中敘述

了些發現π 的歷史，在計算上英國先以「3」代替π ，再來就直接以「π 」代入

圓周長計算過程。 

台灣九年級對於圓的教材設計，已經開始將圓與直角三角形作配合，在許多

關於圓的性質中，提到了直角三角形的外接圓性質。台灣九年級在圓的教材設

計，比英國教材更注重與圓相關的性質與應用，因此內容較深入也較難。 

2.比和比值 

台灣九年級的教材中，比和比值已經邁入應用階段，英國九年級的教材還在鋪陳

比和比例的概念，儘管例題中做了一些初步的應用。台灣教材更注重比和比值在

數學上的意義與運算技巧，像是分子不為 0 與內項積等於外項積。 

• 分析 

比和比值 

九年級的教材，台灣已經利用連比的寫法表示兩種特殊直角三角形邊長的連比，

不過教材中並沒有把連比的樣式拆開來分別說明邊和角的關係，如果可以拆開來

分述，則為一個更明顯關於三角比的前置經驗教材。 

• 本年級教材內容與三角函數的關聯性 

九年級的台灣和英國教材都提出了圓的概念，特別是台灣更注重圓和三角形的性

質，而三角形的外接圓性質與正弦定理直接有關係。英國教材還是很重視使用規

則和函數之間的關係，這與基本的函數概念是很重要的連結。 
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表 4-1-10  十年級教材內容摘要並列表 
台      灣 英     國 

函數的定義 (1.3.1 P.32) 
給了兩個非空集合 A 與 B 。如果「 A 內

每一個元素 a，在 B 內恰有一個元素 與

對應」，此種對應法則

b
a f ，稱為從 A 映

到 B 的函數，記作 f ： A B→ 。其中 叫

做 a 的函數值，用符號

b
( )b f a= 表示。集

合 A 稱為 f 的定義域，集合 B 叫做 f 的

對應域，而全體函數值 ( )f a 所組成的集

合叫做 f 的值域。 

#1 畢氏定理 （P.4） 

在直角三角形中知道兩個邊長，計算 

第三邊長。 
解決牽涉直角三角形邊長的問題。 
 
A.平行四邊形面積 
B.在直角三角形三邊上的正方形 
畢氏定理 

 在一個直角三角形中，直角那個角的對

邊稱為斜邊。 
斜邊平方等於兩股平方和 

函數圖形的定義 (1-3.2 p.33)  
假設 是給定的函數(( )y f x= x 與 都是

實數)，如果把

y
x 和 看成平面直角座標

系中的橫坐標與縱坐標，那麼所有滿足

函數 關係的點

y

( )y f x= ( , )x y 構成一個圖

形(可能是一條直線或曲線或某些零散

的點…)，這個圖形叫做函數 f 的圖形。

C.開根號 
D.使用畢氏定理 
 
＃20 使用計算器  
括弧在計算上的意義  
如何四捨五入至小數位或有效位 銳角三角函數值的定義 (2-1P.77) 
對於複雜的計算使用計算機 
計算平方、平方根和負數的運算 

A

B

C  
 
#25 平行線和角 （P.222）  
角 DAB，以 A 為頂點，Ｄ和 B 都在它

的臂上 ，稱之為表示
AB
BCAsin A∠ 的正弦 

，稱之為表示
AB
ACAcos A∠ 的餘弦 DAB 或  DAB∠可以記做

 
，稱之為表示

AC
BCAtan A∠ 的正切 #35 斜率（P.297） 

計算正和負的斜率 
，稱之為表示

BC
ACAcot A∠ 的餘切 

將斜率解釋為定…的比率(速率) 
例如 

，稱之為表示
AC
ABAsec A∠ 的正割 

水倒入某容器花八分鐘 
水流是穩定的速率 

，稱之為表示
BC
ABAcsc A∠ 的餘割 

下圖是在這八分鐘內容器中水的體積的

變化。  
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利用作圖法求三角函數值 (2-1.2 p.82) 

0
0 2 4 6 8

30

60

90
例題： 

 

+ 60 公升

6 分鐘

時間 (分鐘) 

已 知 Δ OAB 中 ， OA = OB =1 ，

°，試求=∠ 120

 
水平線表示過了 6 分鐘後，垂直線表示

增加了 60 公升。 

 
AOB AB 之長及ΔOAB 的

面積。 

解：過O 點作 AB 的垂線。 

    設垂足點為 D ， 

    因ΔOAD ΔOBD ， ≅

    所以 AD = BD。 

    因 ， °=∠=∠ 30OBAOAB

    所以OD = =°30sin
2
1

， 

        AD = BD= =°30cos
2
3

， 

    因此 AB = 3 ，ΔOAB =
4
3

。 

 
倒數、商數、平方關係 (2-2.1 p.87) 
若三角形 中， ，ABC °=∠ 90C

10
6
60

=  斜率即為 

所以水流速率為每分鐘 10 公升。 
 
 
#36 地圖和平面圖 （P.309） 
使用簡單的比例尺 
使用方位角 
使用四位的格子點參照 
使用不同的比例尺在地圖中 
 
A. 使用比例尺 
比例尺：一公分代表兩公尺 
B.網格 
C. 比例尺 
D. 方位角 

C∠ 的度

數為θ，以 ，b 與 分別表示三邊a c BC ，

CA 與 AB 之長，就有 

  
c
a

=θsin ，
c
b

=θcos ， 

  
b
a

=θtan ，
a
b

=θcot ， 

  
b
c

=θsec ，
a
c

=θcsc 。 

 

◎方位角告訴你一個已知點的方向 
◎方位角通常順時鐘由北方開始測量 
◎在地圖上的垂直線通常指向北方 
◎方位角以三個位數表示之，如  
 

065°

 
 
 
#37. 比 （P.312） 
複習比 a：b 和 a：b：c 
 
 
 

A

C

B

1 1120
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倒數關係： 
  1cscsin =θθ ， 

  1cottan =θθ ， 

  1seccos =θθ 。 

 

商數關係： 

  
θ
θθ

cos
sintan = ， 

  
θ
θθ

sin
coscot = 。 

由畢氏定理得出平方關係： 

  ， 1cossin 22 =+ θθ
  ， 1tansec 22 =− θθ
  。 1cotcsc 22 =− θθ
餘角關係 (2-2.3 p.92) 
餘角關係： 

   θθ cos)90sin( =−°

   θθ sin)90cos( =−°

   θθ cot)90tan( =−°

   θθ tan)90cot( =−°

   θθ csc)90sec( =−°

   θθ sec)90csc( =−°

 
簡易測量 (2-3.1 p.95) 
水平線指的是過觀測者眼睛且與鉛垂線

相垂直的直線，而視線則為通過觀測者

眼睛與目標物觀測點的直線。 

仰角為仰視目標物時，視線與水平線間

的夾角；俯角為俯視目標物時，視線與

水平線間的夾角。 

 
如何使用三角函數值表 (2-3.2 p.100) 

#38. 相似形（P.324-P.348） 
處理小數的比例因子 
了解相似形及處理形的比率問題 
相似三角形  
◎用相同的比例因子放大兩三角形的對

應邊，這兩個三角形為相似形。 
 
◎任兩三角形，三內角相等，則此兩三

角形相似。 
 
◎任兩三角形有兩個相同的角即為相似

 
 
#42 正切函數 （P.364） 
A.利用 tan 函數找出角的對邊長長度。

◎給定，角 作實驗量出角 對邊邊

長度並紀錄下來。 
35° 35°

◎利用畫圖實驗發現的結果找出角

的對邊長長度。（鄰邊長度任意給定定

值並有單位 cm） 
◎給定已知鄰邊長，鄰邊長乘上 0.7 為

對邊長的規則計算角 的對邊長長度。

35°

35°

鄰邊長 ×  0.7 對邊長

 
 
◎另一個計算規則 

0.7=
對邊

鄰邊
。 

 
◎利用畫圖實驗方式，發現其他角度關

於對邊與鄰邊比值的規則。 
◎畫出 10cm 的水平線和一條垂足於水

平線右邊端點的直線 
◎畫出10 、 、30 ,…, 、 70  
 

° 20° ° 60° °
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◎製作上述畫出角度的簡表 1 度＝60 分。( ) '601 =°

隨堂練習： 

根據本書所附的三角函數值表，查出下

列各三角函數值： 

(1) 。 3035.0'4017sin =°

(2) 。 8090.036cos =°

使用電算器求三角函數值表 (2-3.3 p.106)

度量角的單位有”度”與”弧度”兩種。此處

我們使用”度”為單位，因此，我們要先

操縱切換鍵，使顯示幕上出現”DEG”字

樣。 
利用電算器也可以由一銳角三角函數

值，反求出該銳角的度數。例如由

3456.0sin =θ ，求銳角θ 的度數。一樣

要選用”DEG＂，有的機型是先鍵入

0.3456，再按下 鍵，即得

角的 
鄰邊長

× 角的 
對邊長 

角度
 

10cm
10cm
10cm
10cm

10°

20°

30°

40°

完成結果

並將數字

填路此欄

位。 

 

 
利用上表的結果找出給定角，與給定角

的鄰邊長度的對邊長長度。 
◎說明與鄰邊相乘求出對邊長度的那個

值，稱為角的 tangent。 
◎介紹如何利用計算機的方式找出

的值，並說明 的值接近

0.7。 
 

tan 35° tan 35°

1sin −

20.21842629，因此我們得知θ ≒ ≒°22.20
'。有的機型是先按 鍵，再鍵1320° 1sin −

入 0.3456，然後再按 

＝，即得 20.2184262926。 

 
廣義角的三角函數值 (2-4.1 p.109) 

把角看作是以其頂點為旋轉中心，以其

一邊為始邊，旋轉至另一邊(終邊)而得出

的。並規定順時針方向旋轉的旋轉量是

負的，逆時針方向旋轉的旋轉量是正的。

旋轉量是正的角就稱為正向角或簡稱為

正角；旋轉量為負的角就稱為負向角或

簡稱為負角。正向角與負向角統稱為有

向角。 
有向角有正向角與負向角之分，且度數

也不限於 到 之間，我們統稱為廣

義角。 

°0 °180

定義廣義角的六個三角函數值： 
檢視θ 為任意廣義角的情形： 
我們將其頂點放在坐標平面的原點，始

邊放在 x 軸的正向上。當廣義角θ 的終邊

落在第一、二、三或四象限，我們同樣

◎利用計算機按出 
、 ,…, 的值，小數點

下三位（ 3 d.p. ），並與填入 A5 表格

中的值作比較。 
 
B.利用 tan 函數找出角的鄰邊長長度。

tan10° tan 20° tan 70°

 
C.找角，例如 
利用三角函數簡表（小數點下兩位） 找

出角的 tangent 值 
利用查表方式找出 之值為 0.78 
 

tan 23°

D.綜合問題 
總結 tangent 函數為對邊比上鄰邊 

tan a =
對邊

鄰邊
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在 其 終 邊 上 任 取 一 點 ， 此 處

。然後自

),( yxP
0≠xy P 點向 x 軸作垂線，令垂

足為 點，則Δ 是一個直角三角

形。我們以

Q PQO

r 表OP 的長度，並規定： 

 
r
y

=θsin ，
r
x

=θcos ，
x
y

=θtan ， 

 
y
x

=θcot ，
x
r

=θsec ，
y
r

=θcsc 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
同界角 (2-4.2 p.114) 

同界角有相同的三角函數值： 

θθ sin)360sin( =+

#49 正弦和餘弦函數 （P.431） 
A.複習正切函數， 

並說明比率

× °n  

θθ cos)360cos( =+× °n  

θθ tan)360tan( =+× °n  

θθ cot)360cot( =+× °n  

θθ sec)360sec( =+× °n  

θθ csc)360csc( =+× °n  

tan a = 對邊

鄰邊
 

B.正弦函數 
在直角三角形中 
當角度為 時 ，可使用此規則： 40°

× 0.64斜邊長 對邊長  

 
另外一個可使用的規則為： 

 0.64=
對邊

斜邊
 

這個乘法上斜邊長度會得到對邊長度的

數值稱為角的 sine 值 
所以 的 sine 值大約是 0.64 
 
 

40°

 
 
◎利用量角器和直尺作圖方式測量完成

sin10 、 、30 ,…, 、 70 的表 
 

° 20° ° 60° °

角的 
斜邊長

× 角的 
對邊長

角度 
 

10cm 
10cm 
10cm 
10cm 

10°

20°

30°

40°

 
 
 
 

完成結果

並將數字

填路此欄

位。 

 

 
C.利用 sine 計算出斜邊長長度 
D.找角：利用查表方式或計算噐由 
sine 的函數值找出角的角度 
E.餘弦函數 

說明比率 cos a = 鄰邊

斜邊
 

 

θ

y

x

P ( x , y )

r

Q

O

 

 
第三象限 

x

y

O

r

P ( x , y )

Qθ
 

第四象限 

θ
xO

y

r

P ( x , y )

Q

 

第二象限 
x

y

O

P ( x , y )

r

Q

θ

 

 
第一象限 
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對於任意廣義角φ 都可以找到唯一的一

個角θ ， ，使得

。 

°° <≤ 3600 θ

θφ += °360

 

三角函數在四個象限之正負關係： 

廣義角θ 的三角函數值是由其終邊與單

位圓之交點 的),( yxP x 與 值來決定。y
x 、 為正為負，視 點所在的象

限而異。 

y ),( yxP

 

列表如下： 

   P 點坐落之象限 

三角函數 
一 二 三 四

sinθ、cscθ ＋ ＋ － －

tanθ、cotθ － － ＋ ＋

cosθ、secθ ＋ － ＋ －

我們把 P 點坐落在第一、第二、第三、

第四象限的廣義角分別稱為第一象限

角、第二象限角、第三象限角、第四象

限角。 

此外，倒數、商數、餘角及平方關係對

於任意廣義角都成立。 

 
化 )( θ− 角之三角函數為θ 角之三角函數

(2-4.3 p.118) 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

θθ sin)sin( −=− ， 

θθ cos)cos( =− ， 

θθ tan)tan( −=− ， 

 

O

y

x

( )θθ sin,cos

( ))sin(),cos( θθ −−

θ
θ
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θθ cot)cot( −=− ， 

θθ sec)sec( =− ， 

θθ csc)csc( −=− 。 

 
 
 
 
 
 
 
 

)180( θ∓° 與θ 角的三角函數值間的關係

(2-4.4 p.122) 

 

 

 

 

 

 

 

θθ sin)180sin( =−° ， 

θθ cos)180cos( −=−° ， 

θθ tan)180tan( −=−° ， 

θθ cot)180cot( −=−° ， 

θθ sec)180sec( −=−° ， 

θθ csc)180csc( =−° 。 

 
 

O

y

x

θ+°180

( ) ( )( )cos 180 , sin 180θ θ° °+ +

θ

(cos , sin )θ θ

 

O

y

x

( )θθ sin,cos

( ) ( )( )θθ −− °° 180sin,180cos

θ−°180
θ
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θθ sin)180sin( −=+° ， 

θθ cos)180cos( −=+° ， 

θθ tan)180tan( =+° ， 

θθ cot)180cot( =+° ， 

θθ sec)180sec( −=+° ， 

θθ csc)180csc( −=+° 。 

 

)360( θ−° 與θ 角的三角函數值間的關係

(2-4.5 p.124) 

       

O

y

x

θ−°360

θ

(cos , sin )θ θ

(cos(360 ), sin(360 ))θ θ°− °−

 

θθθ sin)sin()360sin( −=−=−° ， 

θθθ cos)cos()360cos( =−=−° ， 

θθθ tan)tan()360tan( −=−=−° ， 

θθθ cot)cot()360cot( −=−=−° ， 

θθθ sec)sec()360sec( =−=−° ， 

θθθ csc)csc()360csc( −=−=−° 。 

 

 

)90( θ∓° 與θ 角的三角函數值間的關係 

(2-4.6 p.125) 
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O

y

x

P),( yxP ′′′

θ

 

 

θθ cos)90sin( =+° ， 

θθ sin)90cos( −=+° ， 

θθ cot)90tan( −=+° ， 

θθ tan)90cot( −=+° ， 

θθ csc)90sec( −=+° ， 

θθ sec)90csc( =+° 。 

 

)270( θ∓° 與θ 角的三角函數值間的關係

(2-4.7 p.126) 

θθ cos)270sin( −=−° ， 

θθ sin)270cos( −=−° 。 

三角形面積與正弦定理 (2-5.1 p.130) 

三角形面積公式： 

Δ 的面積 ABC

BacAbcCab sin
2
1sin

2
1sin

2
1

===  

 

正弦定理： 

若 a 、b 與 c 分別表示Δ 的三內角ABC
A∠ ， B∠ 與 的對邊長，則 C∠

  
C

c
B

b
A

a
sinsinsin

== 。 

 
正弦定理與外接圓半徑的關係： 
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若 a 、b 與 c 分別表示Δ 三內角ABC
A∠ ， B∠ 與 的對邊長，C∠ R 為Δ

之外接圓的半徑，則 

ABC

 R
C

c
B

b
A

a 2
sinsinsin

=== 。 

例題： 

試證明海龍公式，設Δ 的三邊長 ABC
分別是 a ，b ， c ，以Δ表示其面積， 

s 表其半周長，即 )(
2
1 cbas ++= ， 

則Δ= c)-b)(s-a)(s-s(s  

證明：Δ 中， ABC

BC 上的高 BcAD sin= ，所以， 

Δ= Bacsin
2
1

 

 = Bac 2cos1
2
1

−  

 = 2
222

)
2

(1
2
1

ca
bacac −+

−  

        

= 22222 )()2(
2
1

2
1 bacac

ac
ac −+−  

= )2(
4
1 222 bacac +−−   

)2( 222 bcaac −++⋅  

= ))()((
4
1 bcacabacb −+−++−  

= ))()(( csbsass −−−  

 
餘弦定理 (2-5.2 p.136) 

若 a 、b 與 c 分別表示Δ 三內角 ABC
A∠ ， B∠ 與 的對邊長，則 C∠

Abccba cos2222 −+= ， 
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Bcaacb cos2222 −+= ， 

Cabbac cos2222 −+= 。 

 

 

基本三角測量 (2-6 p.147) 

例題： 

如下圖所示，海岸邊兩觀測站 A 與 同

時發現海中小島C 的附近，有一艘船

B
D

觸礁。在 A 觀測站得 ，

；在 觀 

°=∠ 90CAB
°=∠ 30DAC B

測站測得 ，°=∠ 60CBA =∠CBD  
°45 ，已知 A， 兩觀測站相距 3 公里。

試求海難船

B
D 與觀測站 A ， 以 B

及海島C 的距離。 

(已知
4

2615sin −
=° ) 

解： 

3公里A B

C

D °60 °45
°30

 

因 ， ， °=∠ 60CBA °=∠ 45CBD
    所以 。 °=∠ 15DBA
    故  °°°° −−−=∠ 159030180ADB
            =  °45
    由正弦定理 

     °°° ==
45sin
3

120sin15sin
DBDA

 

    故
4

26

2
2

3 −
×=DA  

          =
2

)13(3 −
 (公里)， 

    
2

63
2
3

2
2

3
=×=DB  (公里)。 
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    又因在Δ 中，  ABC
    ， °=∠ 90CAB
    ， ， °=∠ 60CBA °=∠ 30ACB

    3=AB ，所以 6=BC 。 

    
2

63
=DB ， ， °=∠ 45CBD

    所以由餘弦定理知    

2
CD = 318

2
99

−  故 318
2

99
−=CD

(公里) 
 
弧度 (3-1.1 p.151) 

弧度的定義： 

我們規定常數
π2

360°

為一弧度。亦即

弧度。因此π2360 =°
°

° =
360
21 π

弧度，故

有 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ °

π2
360

=1 弧度，
360
21 π

=° 弧度。 

POQ∠ =1 弧度的意思即 PQ =圓 的半

徑。 

O

 

扇形的弧長與面積 (3-1.2 p.153) 

弧長公式： 

若圓心角 θ=∠POQ 弧度，則 PQ θr=  

 

扇形面積公式： 

若 θ=∠POQ 弧度，則 

扇形面積 21 1 ( )
2 2

r PQθ= = r  

 
用弧度為單位表廣義角的大小： 

若一廣義角為 ，則廣義角為°x
360
2π

⋅x 弧
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度。 

 
三角函數的圖形及其特性 (3-1.3 p.158) 

函數的週期： 

一個函數 的圖形若每隔一個固

定的單位長，亦即可找到固定的正數

，使得對於其定義域中每一元素

)(xfy =

a x，恆

有 ，我們就說這個週期函

數的週期為 a 。 

)()( xfaxf =+

 

正弦函數的特性： 

(1)正弦函數 的定義域為xy sin= R 。 

(2)正弦函數 的值域為  xy sin=

  }{ 11 ≤≤− yy ，也就是說：對於任  

  意實數 x ， 1sin1 ≤≤− x ，其最大 

  值為 1，最小值為-1。 

(3)正弦函數的週期為 π2 。 

(4)當 x 的值由 0 連續遞增到
2
π

時， 

  的值隨之由 0 連續遞增到 xy sin=

  1；當 x 的值由
2
π

連續遞增為π 時， 

  的值隨之由 1 連續遞減為 xy sin=

  0；當 x 的值由π 連續遞增到 π
2
3

 
  時， 的值隨之由 0 連續遞  xy sin=

  減增為-1；當 x 的值由 π
2
3

連續遞 

  增到 π2 時， xy sin= 的值隨之由 

  -1 連續遞增為 0。 
  

 x 0 … 
2
π … π  … 

2
3π … π  2

xsin  0  1  0  -1 0 

x ，   (5)因對應任意實數

  ，所以正弦函數 xx sin)sin( −=−
  為一奇函數，若 ( )滿 xy sin= 11 , yx
  足 y ，則 ( 亦滿足 xsin= )11, yx −−
  ，故其圖形對稱於原點。 xy sin=
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同理推知餘弦函數、正切函數、餘切函

數、正割函數及餘割函數的特性。 

餘弦函數的差角公式 (3-2.1 p.174) 

對於任意角 1θ 與 2θ ， 

212121 sinsincoscos)cos( θθθθθθ +=−  

餘弦函數的和角公式 (3-2.2 p.177) 

對於任意角 1θ 與 2θ ， 

212121 sinsincoscos)cos( θθθθθθ −=+  

正弦函數的差角公式 (3-2.3 p.177) 

對於任意角 1θ 與 2θ ， 

212121 sincoscossin)sin( θθθθθθ −=−  

正弦函數的和角公式 (3-2.4 p.178) 

對於任意角 1θ 與 2θ ， 

212121 sincoscossin)sin( θθθθθθ +=+  

正切函數的和、差角公式 (3-2.5 p.181) 

1tanθ 2tan對於任意角 1θ 與 2θ ，若 ， θ 皆

有意義，且 

)tan( 21 θθ +(1) 有意義， 

1 21 tan tan 0θ θ− ≠   ，則    

21

21
21 tantan1

tantan
)tan(

θθ
θθ

θθ
−

+
=+   。 

)tan( 21 θθ −(2) 有意義， 

   1 t 1 2an tan 0θ θ+ ≠ ，則    

21

21
21 tantan1

tantan
)tan(

θθ
θθ

θθ
+

−
=−   。 

 

二倍角公式 (3-3.1 p.184) 

對於任意角θ ， 

θθθ 22 sin211cos22cos −=−= ， 

θθθ cossin22sin = ， 

θtan θ2tan對於任意角θ ，只要 ， 皆有

意義，且 ，則 0tan1 2 ≠− θ

θ
θθ 2tan1

tan22tan
−

= 。 

半角公式 (3-3.2 p.187) 

對於任意角θ ， 
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2
cos1

2
sin θθ −

±= ， 

2
cos1

2
cos θθ +

±= ， 

對於任意角θ ， πθ n≠ ( 為任意奇數)，n

θ
θθ

cos1
cos1

2
tan

+
−

±= 。 

積化和差公式 (3-4.1 p.192) 

對於任意角 1θ 與 2θ ， 

)sin()sin(cossin2 212121 θθθθθθ −++=  

)sin()sin(sincos2 212121 θθθθθθ −−+=  

)cos()cos(coscos2 212121 θθθθθθ −++=
)cos()cos(sinsin2 212121 θθθθθθ −++−=

和差化積公式 (3-4.2 p.195) 

對於任意角α β與 ， 

2
cos

2
sin2sinsin βαβαβα −+

=+  

2
sin

2
cos2sinsin βαβαβα −+

=−  

2
cos

2
cos2coscos βαβαβα −+

=+  

2
sin

2
sin2coscos βαβαβα −+

−=−  

 
)sin( αθ +rθθ cosbaisn +化 為 之形式 

(3-5.1 p.201) 

設 a ，b 是不全為 0 的實數，則 

)sin(cossin 22 θ++=+ xbaxbxa ， 

22
cos

ba
a
+

=θ其中 ， 

22
sin

ba
a
+

=θ    。 

 
正、餘弦函數的疊合 (3-5.2 p.206) 

隨堂練習： 

xxy cossin3 +=  的圖形，並求是描繪
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週期、最大值與最小值。 

)cos
2
1sin

2
3(2 xxy +=解：  

      = )
6

sin(2 π
+x  

π2    即其週期為 ，最大值為 2，最 

    小值為-2。 

反正弦函數 (3-6.1 p.210) 

a1sin − 的定義： 

]1,1[−∈a對於每一個實數 ，在區間

]
2

,
2

[ ππ
− x內，都恰好有一個實數  

x，使得 。這個唯一的實數ax =sin ，就

記做 (也記做 )，讀作

sine 。 

a1sin − a=arcsin
arc a
 

a1sin − 的性質： 

1.當 時， 才有意義。 a1sin −11 ≤≤− a

]
2

,
2

[ ππ
−2.若 ，則xa =−1sin x 在區間   

ax =sin  上且滿足 ，即 

  。 )sin(sin 1 aa =−

反餘弦函數 (3-6.2 p.214) 

a1cos− 的定義： 

對於每一個實數 a ， ，在區間11 ≤≤− a

x}0{ π≤≤ xx 上都恰好有一個實數 使得

ax =cos x。這個唯一的實數 ，就記做

(也記做 )，讀作

cosine 。 

a1cos− a=arccos
arc a
 

a1cos− 的性質： 

1.當 時， 才有意義。 a1cos−11 ≤≤− a

2.若 ，則xa =−1cos x ],0[ π在區間 上 

ax =cos  且滿足 ，即 

  。 )cos(cos 1 aa =−
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反正切函數 (3-6.3 p.218) 

a1tan − 的定義： 

22
ππ

≤≤− a對於每一個實數 a ，在區間

x ax =tan上都恰好有一個實數 使得 。這

個唯一的實數 x ，就記做 (也記做

)，讀作 tangent 。 

a1tan −

arc aa=arctan
a1tan − 的性質： 

2
tan

2
1 ππ

≤≤− − a 時才有意義。 1.當

2.若 ，則xa =−1tan x 在區間 

]
2

,
2

[ ππ
− ax =tan上且滿足 ，即 

 。 )tan(tan 1 aa =−

 

 

• 描述 

台灣教材在十年級也就是高一的階段，以例題引出兩個變量之間的對應關係，當

變量 的值是隨變量 x xy 的取值，依某一種對應法則而唯一確定時， 就是y 的函

數。在教材中主要分為兩個主題：一個是「函數概念」，另外一個主題是「函數

圖形」。 

1. 函數概念 

x課本以幾個例題並圖示說明：「每個變量 ，都恰有一個對應的變量 」後，再

歸納出函數的定義，當 是

y

x x( )y f x=y 的函數時，用符號 表示，變量 的變動範

圍叫做函數 的定義域。其次再透過幾個例題，分別呈現函數的不同面

貌：圖形式的對應關係、表格式的對應關係、解析式的對應關係和兩集合元素之

間的對應關係。 

( )y f x=

2. 函數圖形 
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課本主要介紹函數圖形的特徵，透過這些特徵，判別平面上哪些圖形不是函數圖

形。而函數圖形是函數的幾何方式，利用函數圖形，使學生對函數的變化和走勢

有一個具體的概念可以掌握。 

   台灣在高一下的教材進入三角函數，對於三角函數單元內的主題概數如下： 

1. 銳角三角函數 

利用平面幾何性質：相似直角三角形對應邊成比例導出任意直角三角形之三邊所

成的六個比的比值隨其銳角的度數而變化，給定此銳角，這六個比的比值也隨角

的大小確定。用這種方式引出定義於{ | 上之正弦、餘弦、正切、餘

切、正割及餘割函數。接著利用平面幾何性質求得30°、45 、60 角的三角函數，

並介紹如何透過作圖法求出其他銳角的三角函數值。 

0 90 }θ θ° < < °

° °

2. 三角函數的基本關係 

根據銳角三角函數的定義，引出倒數關係、商數關係及平方關係。利用這些關係，

只要知道一銳角的某三角函數值，就可求出此銳角的其他三角函數值。由平方關

係可導出 2sin 1 cosθ θ= − 2cos 1 sinθ θ= − sinθ 或 cosθ tanθ， 以及用 表示 ，證

明一些簡單的三角恆等式，最後再根據銳角三角函數的定義，導出餘角公式，作

些求值的計算，學生須熟練基本關係的綜合應用。 

3. 簡易測量與三角函數值表 

介紹測量上常用的名詞，列舉幾個測量上的實例。由於實際上所遇到的角都不是

特別角，每次用作圖法去求其三角函數的近似值既費時誤差又大，由之引出三角

函數值表（含內插法）的必要性，介紹三角函數值表之使用，最後順便提出有關

使用電算器求三角函數值要注意的事項。 

4. 廣義角的三角函數 

拓展銳角三角函數，以建立廣義角的三角函數，並探索廣義角與銳角三角函數的

關係，作為理論研究和實際應用的基礎。介紹廣義角的意義及廣義角之三角函數

值的定義，跟著導出同界角的三角函數值相同，以及倒數關係、商數關係、平方
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θ° ± θ° −關係對一般廣義角仍然成立，最後介紹如何化（ θ− ）、（180 ）、（360 ）、

（90 θ° ± 270 θ° ±）、（ ）的三角函數值為θ 的三角函數值。 

5. 正弦定理與餘弦定理 

建立三角形的邊角關係的重要定理－正弦定理與餘弦定理。先引出△ABC 的面

積＝
1 sin
2

ab C，再由之引出正弦定理，討論 SSA、ASA 及 AAS 型解三角形問題。

跟著導出餘弦定理，並利用此定理解 SSS 及 SAS 型的三角問題，以及證明平行

四邊形定理。 

 

6. 基本三角測量 

利用正弦、餘弦定理、三角函數的基本關係及三角函數值表解決實際處理一般測

量問題。 

7. 三角函數的圖形 

首先介紹角的弧度制單位、弧度量的概念以及其與 度制單位的互換關係，然

後引出以圓心角（弧度）表示弧長與扇形面積的公式，接著將三角函數的自變數

（角）以弧度為單位表出，而以弧度為單位的自變數為一實數，視三角函數為實

數間的對應關係。因而可以在坐標平面描繪其函數圖形，進而探討函數值的變化

情形與其他相關特性。 

360

描繪函數圖形最簡單的方法就是描點法：先在坐標平面標出圖形上的一些

點，然後依次以平滑曲線連結起來，即得出其概略的圖形。為了便於描點，並看

出函數的變化情形與周期等特型，課本中引用正弦線段、正切線段的概念來描繪

正弦函數及正切函數的圖形。 

8. 和角公式 

課本利用 之值的問題，引出餘弦函數的差角公式及和角公式，再利用餘角

關係引出正弦函數的和角及差角公式，以及正切函數的和角與差角公式。課本同

°15cos
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時利用兩角 1 2,θ θ 的函數值表示 1 2θ θ+ 與 1 2θ θ− 的含數值公式，作為推導更多的函

數值的依據與研究相關應用的基礎。 

9. 倍角、半角公式 

倍角公式是和角公式的特例，課本中針對正弦、餘弦與正切函數的二倍角、半角

公式都有推導過程，利用和角公式推導倍角公式，再轉化而得半角公式，教材提

供相關的置換公式，方便學生做倍角公式及和角公式間的轉換。 

10. 和、差與積的互化 

和角、倍角、半角公式以及和、差與積的互化公式等，在作三角量的轉化時常被

用到，教材中利用和、差角公式引出和、差與積的互化公式。 

 

11. 正弦餘弦函數之疊合 

)sin( θ+= xry先介紹如何將 轉化為),(cossin Rbaxbxay ∈+= 或

xcos)cos( φ+= xry 的形式，再探討一些由 與xsin 組合而成之函數的最大值與最

小值問題，也就是學生要知道三角函數結合形成的新函數之變化及值域範圍的相

關問題。 

12. 反三角函數的基本概念 

教材中介紹 、 及 之定義，以及反正弦函數、反餘弦函數及反

正切函數，並順帶提到有關方程式

a1sin − a1cos− a1tan −

ax =cos ax =tan 之求解問題。 ax =sin 、 及

   英國在十年級 for GCSE 的教材介紹畢氏定理，接著有一個教導如何使用計

算機的單元，相似形的單元中則介紹了相似三角形。斜率、地圖與平面圖和比等

單元則同時複習中學階段的知識也加入少許新的內容。三角函數的內容也出現在

for GCSE 的教材中，不過主要是三角比的內容，先介紹正切函數後，間隔了幾

個單元，再介紹正弦和餘弦函數。 

  英國介紹正切、正弦、和餘弦函數，都是先由課本的圖例開始說明，請學生

實際繪圖並測量後，課本再歸納結論。學生測量的結果多為帶有小數的近似值，
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不過教材在「正切函數」及「正弦和餘弦函數」兩個單元中，並沒有要求學生使

用根號計算，所有的例題和練習題都是請學生將結果四捨五入到小數點下所規定

的位數，而且可以使用計算機。 

 比較 

1. 三角函數 

台灣和英國在十年級的教材都編製三角函數的單元，而本研究的主題就是比較與

三角函數的有關的知識在台灣和英國教材中編製之異同。 

(1) 台灣和英國皆在十年級出現三角函數，但台灣的教材內容明顯較深且廣，一

口氣完成大部份三角函數的內容，從直角三角形介紹三角比，包含三角函數的

定義、倒數、商數、平方的關係，進而延伸至廣義三角函數值，再推得正弦定

理、餘弦定理、正餘弦的差角公式、正餘弦和角公式、正切函數的和差角公式、

兩倍角公式、半角公式、積化合差及和差化積公式。最後更引入正餘弦函數的

疊合及反正弦函數、反餘弦函數和反正切函數等較深入的三角函數內容。台灣

在高一的教材採用了文獻探討 2.2.1 所提到以三角形邊的比率定義了銳角部分

的三角學，但同時也以 Eli Maor 所提出的形式化方式定義三角函數；對於廣義

角三角函數，台灣則以坐標平面上的象限角為主要闡述對象。 

     英國方面僅對三角比的部分有詳細的介紹，教材只出現以三角形邊的比

率定義了銳角部分的三角學。請學生實際繪圖和測量，對於三角函數的倒數、

商數和平方的關係，英國教材中沒有強調，但在正弦和餘弦函數的單元教材中

有出現與畢式定理相關的圖示，稍微暗示了三角函數的平方關係。 

(2) 台灣對於六種三角函數都有介紹，英國只有介紹正弦、餘弦和正切函數。 

(3) 台灣有介紹海龍公式、半角公式、積化和差與和差化積的公式、反函數，英  

  國則請學生用計算機按出反三角函數的結果。 

(4) 台灣和英國都有介紹三角測量與應用，但英國的三角測量內容較為簡單。 

(5) 台灣和英國都有介紹查表，但台灣查表的教材內容更為完整的介紹內插法，   

  英國的查表部分只有整數銳角角度的簡表，簡表中的數字只到小數點下兩位。 
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(6) 台灣和英國教材都有介紹計算機的使用方法，但英國在大部分的練習題中都 

鼓勵學生使用計算機，相對的台灣教材都請學生以根號表示計算出來的結  

果。 

(7) 台灣在三角函數教材中還有介紹到複數的極式表示法、棣美弗定理和 1 的 

   n 次方根等，英國則沒有。 

2. 函數概念 

台灣中學的教材，雖然編有方程式及其圖形，但還沒有說明方程式的斜率和截

距，更不強調函數的概念；在十年級也就是高一上學期時，教材從函數定義介紹

起，直到解釋函數圖形變化及趨勢的意義後結束，可以說台灣在一年內交代了關

於函數的大部分知識，只差還沒利用微積分相關概念去解讀函數圖形了。英國對

於函數概念，從中學七年級就有相關教材，教材中強調函數就是一種規則，對於

函數圖形來說，英國九年級就開始介紹斜率，for GCSE 的教材中更強調學生要

能解釋方程式（一次函數）圖形的斜率意義。 

 分析 

雖然台灣和英國都是由直角三角形的三角比開始進入三角函數教材內容，但是英

國教材從正切函數開始介紹三角函數，然後才進入正弦和餘弦函數，與台灣從正

弦函數開始慢慢推向其他的三角函數，是很不同的教學切入點。英國在教正切函

數之前，對於解讀函數圖形的斜率概念，其實就有隱含正切函數計算形式上的意

義，當學生計算斜率時，就是利用「垂直的變化量」除以「水平的變化量」，而

正切函數的計算也就是直角三角形中某個銳角的「對邊」除以「鄰邊」。 

  另外研究者發現，英國正切、正弦和餘弦函數的教材中對於求直角三角形中

未知邊長，計算的形式上都是先從乘法開始再進入除法，以正切函數而言，就是

給定直角三角形中某銳角鄰邊的邊長及此銳角的正切函數，指導學生求對邊的邊

長，此時學生的計算僅需用到乘法。爾後給定直角三角形中某銳角對邊的邊長及

此銳角的正切函數，再指導學生求鄰邊的邊長，此時學生的計算就需用到除法。
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在正弦和餘弦函數部份的例題，教材都是先給定學生斜邊長度和銳角的正、餘弦

函數值，學生利用乘法即可求對邊長和鄰邊長。 

  英國三角函數單元中的計算結果，雖然都以小數形式呈現，但英國在 for 

GCSE 的教材尾聲，倒數第二單元－「Exactly so」中還是有介紹無理數的表示

法，也就是根號形式的表示法，此時學生計算畢氏定理和三角函數的結果才開始

用根號形式表示，而對於圓周長及圓面積的計算結果，教材也在此單元請學生一

定要使用π 的形式，儘管如此教材中還是同時呈現了某些根號的結果與其近似

值，例如對於 ─ ─90 的直角三角形，教材先說明
1sin 45
2

°就是45° 45° ° ，然後

請學生用計算機按
1
2

的結果大約是 0.707…，再請學生用計算機按 si 的結果

大約是 0.707…。 

n 45°

 

 本年級教材內容與三角函數的關聯性 

台灣和英國在十年級的教材都有介紹三角函數，而兩國教材中對於函數意義及函

數圖形的概念，也都在編製三角函數單元前，更加深入的介紹。表列英國的其他

單元內容，則為英國在介紹三角比及三角測量所需用到的基礎知識。 
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4.2 依主題比較、評析與三角函數相關內容 

本節將分析與三角函數相關的知識主題，由於比較英國教材文本的目的是為了

探討教材中三角函數的先備知識和相關知識的連結，給予台灣教材編製的建

議，故並列、比較和評析將配合數學課程標準的內容，4.1 節中藉由內容摘要的

並列表可看出台灣與英國在各年級的教材內容，並做了初步的比較和分析，本

節則依據九年一貫 92 綱要及高中 95 暫行綱要之分類精神，所分析的數學內容

大致分成以下三大數學課題做比較：數與量、代數（含關係、樣式、函數）及

圖形與幾何，以較 4.1 節深入的主題方式比較評析，將台灣和英國教材中三角

函數相關的知識分述歸類在各數學課題和列點的項目中。 

 

• 數與量 

量與測量 

1. 角度 

三角函數發展的歷史過程中，很重要的一個目的就是為了測量，所以學生測量

角度和對角度的認知與學習三角函數有關。 

(1) 台灣比英國早使用測量角的工具；台灣在四年級，英國在五年級使用量角 

器。 

(2) 台灣比英國早認識銳角、直角和鈍角，但英國教材中螺旋式介紹的次數較 

多；台灣在三年級，英國在五年級認識銳角、直角和鈍角。 

(3) 台灣比英國早以操作的方式進行比較角的大小，不過英國教材中是先比較普 

通角和直角的大小，台灣教材中可以考慮採用，以增加學生對直角的認知經

驗。 

(4) 台灣和英國均有教導學生使用量角器測量角度，在英國教材中更提出學生使 

用量角器常犯的錯誤，希望學生能夠注意，台灣可在教材中增加這些注意事 

項。 

(5) 台灣和英國都沒有在三角函數單元前介紹 1 度為 60 分的單位，學生可能受 

到生活中十進制概念的干擾，會查三角函數表但還是查錯值，而產生查表錯

誤的錯誤類型。 

(6) 英國比台灣更注重估計測量，這與英國教材比台灣注重估算有關。 
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2. 三角形面積 

三角形面積與三角函數單元中推導正弦定理有關。 

(1) 台灣和英國都在五年級開始發展圖形面積。 

(2) 台灣在中學七年級，英國在中學八年級提出三角形面積計算公式，台灣和英

國在推導面積公式的發展流程相同。 

 

3. 圓 

圓與三角函數相關的地方在於弧度量，學生要學習弧度量的計算後才容易了解

並操作廣義角三角函數。 

台灣在小學就開始介紹圓，圓周率在小學就已經提出；英國首次提到圓在

九年級，台灣對於圓周長和面積的介紹較英國完整。對於角度和弧度的弧度量

換算關係，台灣和英國在三角函數教材之前都沒有相關的例題。 

台灣在七年級教材定義了弧的度數等於它所對圓心角的度數，這樣定義弧

度與十年級弧度的定義：「規定常數
360
2π

°

為一弧度」有很大的不同，前者是從

幾何的觀點定義弧度，後者是從數與量單位換算的觀點定義弧度，教材中定義

的不一致，可能讓學生產生困擾。但三角函數單元中，其實是以數與量單位換

算的定義為主，建議台灣在單位換算的教材中先以形式化的方式介紹度和弧度

轉換，讓學生熟悉度和弧度轉換，先知道一種轉換的規則，對於其意義可稍晚

闡述，如此可避免學生換算錯弧度量而干擾了學習廣義角的概念。 

 
4. 平方、平方根 

英國在七年級教材的第 17 單元「Number patterns」出現了平方的計算，在七年

級教材的尾聲，「Know your calculator」單元中第一次介紹平方根的計算，接

著在八年級正式完整介紹平方、平方根的內容；台灣處理平方、平方根的問題

與介紹畢氏定理有相當程度的關係，教材編列平方、平方根的單元數沒有英國

教材多。 
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• 代數（含樣式、關係、函數與坐標圖形） 

1. 未知數/未知量 

對於未知數與未知量的計算，台灣和英國都在小學的教材在求未知角度的時候

都有出現，不同的地方在於對於未知數/量的符號，台灣小學用（）、□ 代替未

知數/量的記號，直到中學才引入 x ，英國從小學開始就用 x 代替未知數/量。台

灣數學教材可與語文領域做結合，提早引入英文的代數符號。 

 

2. 方程式 

台灣在中學八年級教導了一元一次方程式和二元一次方程式，並強調解方程

式；英國對於方程式沒有設專門的單元，但從小學就開始例示解一條直線上未

知角度和在一個三角形內求一未知角度的種種教材，就可以知道英國學生還是

會求一元一次方程式的解，英國教材較沒有強調二元一次聯立方程式的解題計

算。英國強調方程式本身及方程式圖形在平面坐標上的意義，並且在教材中暗

示了方程式、規則及函數的關係。 

 

3. 函數 

台灣在國中階段沒有對函數作名詞上的介紹，但是英國發展函數概念，則從中

學七年級就開始，台灣教材在高一上學期一次介紹完成函數所有的概念。對於

函數性質，英國介紹了斜率、截距的概念，教材中希望學生能看出函數圖形的

趨勢。 

相較英國對於函數性質的介紹，台灣教材在國中階段闡述的實在很少，英

國教材用長時間鋪陳函數的概念於 SMP 教材中，卻還沒有應用函數性質在 for 

GCSE 三角函數的單元中。反觀台灣學生在高一上學習函數，高一下就要在三

角函數的單元使用函數性質，台灣鋪陳函數到三角函數的時間就顯得過趕，對

於三角函數的教材設計也顯得過深。 

 

4. 方位 

對於三角測量的主題而言，方位是一個重要的概念，要在坐標平面上先判斷方

位，學生依照三角函數定義求出的結果才會正確。台灣和英國都設計有方位的
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教材，不過英國關於方位的教材，則有更多具體的地圖，讓學生經由回答相關

問題，熟悉方位的概念。 

5. 坐標平面 

英國從小學就開始有坐標平面的教材設計，在坐標平面的單元中，總以表示方

向和位置為教學主軸。台灣於中學才有坐標平面的單元，教材設計上與英國相

較，台灣教材編製坐標平面單元前還有一個數線的單元，從一維推向二維，讓

學生先熟悉數線並操弄數線相關的符號。 

從一維數線推向二維的坐標平面或直接教導學生二維的坐標平面，對於三

角函數的教學影響不會很大，畢竟這只是對於幾何的認知歷程有不同的觀點，

就有如該從平面上介紹圓，還是從一個球的投影介紹圓？對於教導三角函數內

容影響較大的是，學生到底能不能在坐標平面上操作與代數運算有關的測量，

像是知道兩點的坐標就該知道這兩點的距離以及這兩點的中點。如果不會求兩

點的距離，就算熟記了三角函數三角比的定義，也是無法求得三角函數值，不

過台灣暫行綱要的教材和英國 SMP 教材都沒有給定兩點坐標，算出兩點距離的

教材設計。在英國教材或許還情有可原，畢竟英國教材所設計的三角函數單元

並不需要在坐標平面上處理關於畢氏定理與三角函數結合的問題；台灣在三角

函數的教材中除了需要學生處理畢氏定理與三角函數結合的應用問題，甚至教

材中示範推導餘弦定理的過程，也出現了兩點距離的代數運算，台灣教材如果

不能提早讓學生熟練計算坐標平面上兩點距離，這也難怪學生會算錯坐標平面

上某三角形銳角的三角函數值。 

坐標平面上的象限角，也是台灣教導三角函數單元的一個主題，學生要很

熟悉地操弄坐標平面上各象限的「＋」、「－」符號，才有辦法依照定義求出

所需要的三角函數值，如果不熟悉的話，就會出現研究者簡志明提出的廣義角

錯誤類型－「各象限角的三角函數值正負判斷錯誤」。台灣在中學八年級以一

個單元介紹坐標平面，而英國與坐標平面相關的教材從小學三年級起到中學九

年級以螺旋的方式至少呈現六次，本論文不果斷的提出教材編製有越多相關內

容，學生就能學的越好的定論，但是平心而論，英國學生操弄坐標平面上

「＋」、「－」符號的次數、熟悉坐標平面上「＋」、「－」符號的機會比起

台灣學生至少多了五次。 
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6. 關係 

(1) 比 

台灣在小學六年級就介紹了比的記號和概念，英國教材在中學七年級的相等分

數單元中提出關於「比」的基本概念，但是英國在中學八年級第一次使用比的

記號。台灣和英國教材都先以數兩堆不同物體個數的方式，引出比的概念。如

果將「比」視為兩個數字、兩個度量單位或兩個數量的倍數比較，英國以相等

分數的單元做為介紹比的前置經驗是一個不錯的教材編製，因為相等分數中，

就牽涉到約分，分子和分母同時乘上或除以某數，和比的前後項都乘上同一個

係數的意義是相同的。 

 

(2) 比例 

台灣和英國教材皆在介紹比例的概念後，引導學生進入相似形的課題。台灣在

九年級介紹比後介紹比例式，注重分數形式的意義，例如：比的後項也就是分

母不為 0、注重內項積等於外項積的運算技巧也介紹連比。比例的教材設計台

灣比英國教材更注重數學上的意義，也比較形式化。但是台灣教材在介紹比例

式的時候，不強調與比相關的性質，如和比、分比性質等等，可是這些性質卻

可能大量應用到處理三角函數單元中三角恆等式的相關證明問題，所以台灣設

計三角恆等式証明問題時，應注意是否需要使用與比相關的代數性質，如果需

要就應該盡早對這些代數性質在教材中做鋪陳。 

 

(3) 比值 

台灣對於比值的介紹，比較傾向於比值就是把比寫成一個數的形式化意義，但

相較於英國教材設計則以概念型的意義為教學目標，期望學生學習比值後能將

比值視為判斷兩個量是否成比例的標準。 
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• 圖形與幾何 

1. 水平 

台灣小學教材對於學生認識水平概念的活動設計顯得很具體，讓學生觀察水杯

置於桌面上水面平靜的時候，比英國用敘述句的方式定義水平來的好，符合 

Van Hiele 的幾何思維層次第 0 層次的視覺化階段。 

 

2. 垂直 

垂直概念是學生進入直角三角形很重要的一個環節，台灣三年級介紹垂直的教

學活動設計如同教導水面概念一般，比英國用陳述的方式來的好，也符合 Van 

Hiele 的幾何思維層次第 0 層次的視覺化階段。但是英國對於示意垂直概念的圖

形則顯得刻意製造學生認知衝突，強化學生對於垂直的概念，圖示的直線都斜

斜的，但還是互相垂直，這是台灣教材可以學習的部份。 

 
  值得注意的是，台灣和英國教材將圖示垂直概念與兩直線交角成 關係，

都可以再加以陳述，學生對文字理解的不清楚，在沒有圖示的情形下可能會造

成學生並不知道直線 L 垂直直線 就代表 與 相交成 。 

90°

M L M 90°

 

3. 平行 

對於發展平行的概念，台灣教材也比英國早開始介紹，平行線常搭配相似形和

圓的幾何性質，出現在三角函數的單元。英國教材示例完成平行的活動為，請

學生拿著一隻筆在桌面上滾動。但台灣和英國教材都有類似活動例示著使用直

角板繪圖實驗。 

 

4. 三角形 

三角形是進入三角函數的必要基礎知識，從小學起台灣和英國都對這部份的知

識開始陳述，台灣學生又比英國早認知直角三角形。對於三角形的性質，台灣

教材比英國描述的多，台灣有介紹關於三角形的邊角關係，幾何證明的單元更
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是以三段式論證，讓學生熟悉使用全等性質；對於三角形圖形的概念，英國教

材中呈現的勞作活動比台灣多，像是學生能夠做出柏拉圖正多面體。 

  台灣在七年級三角形的性質教材中，介紹了兩邊中點連線性質，這個部份

的教材設計顯得突兀，因為介紹兩邊中點連線性質前，教材一直在介紹形成三

角形邊的條件，舖陳三角形的邊角關係（如：大邊對大角），在沒有複習平行

概念的情況下，出現了一個相當重要的性質，看起來卻是獨立的一個主題。 

 

5. 圓 

圓的性質與三角函數搭配會使三角函數內容產生極大的變化，尤其是三角形內

切圓與外接圓的相關問題，台灣在九年級有介紹三角形的外接圓，英國在進入

三角函數單元前沒有對於這部份的幾何意義多加闡述，只介紹如何計算圓周長

和圓面積。台灣方面因為三角函數的單元內容較多，如果遇到三角函數與圓搭

配的課題，銜接上會產生比較多的困難。 

 

6. 相似形 

台灣和英國都在介紹相似形後，介紹相似三角形。運用比例將圖形放大與縮小

是教材的主軸，但其實相似三角形與三角函數有關的部份，在於介紹三角函數

三角比之比值為定值的定義。英國教材在介紹正切函數時的教學或活動，就隱

含了相似形與某銳角之「對邊」與「鄰邊」之比值為定值。 

例如：在下圖中的 為一個直角三角形，其中ABCΔ °=∠ 90C 。 

35

0 1 2 3 4 5 6 7 8

A

B
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B3

C3
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  英國教材在例題中請學生去測量 的對邊35A °∠ = BC 和鄰邊 AC 的長度，並

請學生將比值算出來，藉由相似形的性質，請學生發現 1 21 2

1 2

...
B C B CBC

AC AC AC
= = 的

比值不會隨著三角形的大小而有所改變。台灣教材也利用相似三角形說明三角

比的比值為定值，但並沒有設計相關活動。 

7. 畢氏定理 

台灣和英國都只有一個單元介紹畢式定理，介紹畢氏定理之前，台灣和英國的

學生都會代數計算平方和平方根，但是台灣學生是八年級下學期學會了平方根

的主題就進入畢氏定理主題；英國的教材在八年級教完平方和平方根的主題

後，十年級才介紹畢氏定理，而這中間間隔的教材，則不時的出現一些平方根

的習題，讓學生螺旋的複習。可以知道的是，英國教材讓學生有很多機會練習

平方根的問題，台灣學生對於平方根練習題可能不夠多，導致應用畢氏定理時

計算出錯，再加上畢氏定理和三角函數定義沒有搭好，就會發生不清楚三角函

數平方關係的定義的情形，而產生研究者陳忠雄所提出的定義類型錯誤。 

 

• 連結 

計算器 

英國數學課程規定，對學生的計算能力要作全面訓練，使學生掌握心算法、紙

筆算法和電算機算法等一系列技能，在 for GCSE 的教材中更是在第三和第二十

單元分別安排了心算法、紙筆算法（Ｍental and written calculation）和使用計算

器（Using a calculator）的單元，《標準》中也提出一些具體要求[10]，如: 

(1)指定使用某種算法；例如，對形如個位數乘以十的數，用心算作乘除法，限 

於答案為整數。  

(2)排除使用某種算法；例如，規定不用電算器，進行三位數加減法，以及進行 

兩位數乘以個位數的乘法。 

(3)不限定算法；學生可使用任何算法，計算或驗算答案。 

  英國教材介紹無理數運算，比台灣教材少了許多，SMP 與 for GCSE 教材

的計算答案仍以小數點表示為主，但在大部分的單元中，英國教材鼓勵學生使

用計算器算出答案，並做出估算和判斷合理的答案。以正切函數為例：相較於
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台灣教材注重學生使用無理數的形式表示答案，英國教材則是請學生根據書本

上的例示自己繪圖測量，並依照正切函數的定義，將實際測量值代入並使用計

算機按出結果。 

  GCSE 教材中對於三角函數的查表也有介紹，但沒有台灣教材來得深入，

for GCSE 教材僅介紹如何利用查表和使用計算器的方式轉換三角函數值與角

度，沒有如同台灣還需要將廣義角的概念與內插法的應用做結合。另外英國的

三角函數值簡表就在教材單元內容中，台灣的三角函數值表則在教科書附錄

中；對於 英國教材在單元中以文字提問的方式請學生討論。英國教材例

示學生除了看查表後的所得到的值，也可配合計算器加以驗證結果；在 for 

GCSE 教材，以無理數表示畢氏定理計算結果的「Exactly So」單元中，更是請

學生驗證自己計算，查表與按計算器結果的數值。 

tan 90°
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4.3 教材中呈現的概念構圖 

以下小節將圖示研究對象中所表示的三角函數概念構圖，英國 for GCSE 的教師

手冊中將各單元間的關係以一張概念圖呈現，台灣南一版小學各冊教師手冊也都

呈現以單元名稱連接成的概念關係圖，但在國中教材只出現如附錄二中所呈現的

本章教材、已學習和未學習的能力指標間之連結。台灣在高中南一版的教師手冊

呈現了單元內各主題關係的概念圖，並試圖連結學生在過去和未來所學的三角函

數相關主題。 

  如文獻探討所述，概念構圖能將概念與概念間、主題與主題的關係外顯，台

灣和英國教材都在教師手冊提供概念構圖，英國單元間的主題關係圖或許能給台

灣教材編製作為參考。但研究者認為更值得討論的課題為，概念構圖是否需要提

供給學生當作教材的預備或是複習使用，而不只是出現在教師手冊？還是學生應

自行建構預備知識或複習使用的概念構圖？亦或是教師適切的引導學生完成概

念構圖，並利用適當的評量方式，確定學生都了解概念圖中的主題，以確保學生

有足夠的知識和能力進入新的學習主題？上述的問題也有待未來研究者加以實

證探討。 

    在 4.3.1 中，可以看到 for GCSE 的教材在進入三角函數前，概念圖連結線與

三角學（第 42 和 49 單元）相連的單元分別為第 1、25、37、38、56 及 62，當然

還有許多第 42 和 49 單元前的其他單元會影響學生的學習經驗，像是第 35 單元

Gradient（斜率）。英國螺旋式地設計教材，使學生在進入三角函數單元前，還有

許多單元可以建立相關知識，但三角函數單元內討論的三角學課題卻沒有如同台

灣深入。由 4.3.2 台灣三角學的單元內構圖可以看到，學生的確在一學期內學習

了許多三角學知識，而台灣、英國教材中經由概念構圖呈現與三角函數有所關聯

的數學主題也已經在 4.1 和 4.2 節加以討論分析之。 
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4.3.1 英國 for GCSE 教材單元間概念構圖 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1. Pythagoras’s theorem 2. Working with express 3. Mental and written calculation 

4. Linear equations 5. Distributions 6. Multiples, factors and powers 

7. Negative 
numbers 

8. Changing the subject 1 

40. Large and 
small numbers 

10. Area and 
perimeter 

11. Fractions 1 

12. Substitution 

13. Percentage 1 14. Sequences 15. Unitary 
method 

16. Volume and  
surface area 

17. Fractions 2 18. Pie caharts 

19. Brackets and 
equations 

20. Using a 
calculator 

21. Graphs 22. Paired 
data 

23. Indices 24. Surveys and experiments 

25. Parallel lines 
and angles 

26. Money 
problems 

27. Cumulative 
freauency 

28. Looking at expressions 29. Hankling secondary data 

31. Undrstanding 
inequalities 

30. 3-D 
vision 

32. Speed, distance, time 

34. Finding 
probabilities 

36. Maps and plans 35. Gradient 

33. Fractions 3 

37. Ratio 38. Similar 
shapes 

39. Gradients and equations 

9. Approximation 
and estimation 

41. Forming and solving equtions 

42. The tangent 
function 

43. Brackets 
and proof 

44. Percentage 2 

45. Triangles and 
polygons 

46. Simultaneous 
equations 

47. Fractorising, solving 
and simplifying 

48. Percentage 3 

49. Sine and cosine 50. Changing the subject 2 51. Roots 52. Graphs and 
inequalities 

53. Transformations 54. Loci and 
constructions 

55. Solving inequalities 

56. Working with 
coordinates 

57. Further graphs 58. Combining 
probabilities 

59. Times series 60. Accuracy 

61. Angles in circles 

63. Dimensions 

62. Exactly so 

 

 

圖 4-3-1 for GCSE 教材單元間概念構圖（引自 for GCSE 教師手冊） 
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4.3.2 台灣南一版三角函數教材單元內概念構圖 

已經學習的教材 本章教材 將習教材 
 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

     
 

   

           
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

相似三角形性質 舉例說明相似三角形的應用 

銳角θ 的數值三角 

 

圖 4-3-2 台灣南一版三角函數教材單元內概念構圖（引自 南一教師手冊） 

 

簡易三角  測量 查三角函數值表 

兩點距離公式 

三角形外接圓的性質 

平面坐標 

函數概念 

極坐標 

和、差角公式 

倍角、半角公式 

和、差與積的互化 

三角函數的疊

反三角函數 

（定義於銳角上的）三角函數 

三角函數的倒數、商數、餘角 

及平方關係 

已知某數值三角求其餘數值三角 

求銳角數值三角 

簡易三角恆等式 

廣義角 

廣義角的三角函數 

廣義角三角函數的基本關係 

三角形面積公式 

正弦定理 

畢氏定理與餘弦定理 

解三角形問題 

基本三角測量 

畢氏定理 

三角函數圖形
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已經學習的教材 本章教材 將習教材 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

廣義角的三角函數 
和、差角 

公式 

三角函數 

及其圖型 

弧    長 

扇形面積 

度與弧度 

倍角、半角

公式 

和差與積

的互化 

正餘弦函

數之疊合 

三角函數

的極大、極

小值 

複數的極式 

棣美弗定理 

解 ( )nx a a R= ∈  

反三角函數 

的基本概念 

極坐標 

向量 

代數方程式 

圓錐曲線之 

  參數式 

複數平面 

 

圖 4-3-3 台灣南一版三角函數教材單元內概念構圖（引自 南一教師手冊） 
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4.3.3 整理自 4.3.1、4.3.2 與附錄一之概念構圖 
 
 

 
三角函數 

銳角三角函數 

相似三角形 

幾何圖形 

比和比例 

函數概念 

方程式 

斜率 

函數圖形 

函數週期 

未知數 

畢氏定理 

兩點距離公式 

三角恆等式 

簡易三角測量 

微積分 

極坐標 

極值研究 

反三角函數微積分 

幾何 

複數幾何 

解析幾何 

拋體運動 

波 

物理 

廣義角三角函數 

圓 

   弧 

  弧度量 

平面坐標 

正弦、餘弦定理 

三角形的性質 

和、差角公式 

圓的性質 
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4.4 教材中呈現的潛在課程 

潛在課程也會在學生學習的過程中，影響學生學習狀況。研究者歸納潛在課程

可能的校內來源，在教材方面是以「內容」、「型式」和「作業」為主[33]。

當然還有教師教法、學校組織及教學環境等等方面所形成的潛在課程，潛在課

程可能影響學生學習數學的歷程，但是本研究以研究教科書文本為主，故將探

討的項目鎖定在教材方面的潛在課程影響三角函數教材編製與學生學習狀況之

可能性。 

 

• 英國綱要與教材呈現的機會均等 

就《中小學數學科課程綱要評估與發展研究》[10]的闡述，英國家長並不會排斥

分科能力編班，將特定科目學習較慢的學生編在一班，或是將對於某個科目性

向較強的學生編在一班，讓他們以不同的教材和不同的進度來學習。與英國教

育相當類似的新加坡和紐西蘭都這樣做，所以不應假設英國不這樣做。 

以《標準》而言，前三個階段的課程標準只有一種版本，但是在第四階段

分成兩種版本：Foundation 和 Higher。國定標準要求第三階段結束時 (9 年級) 

的數學能力至少達到水準 5（Level 5），而較好的學生達到水準 6。如果 9 年級

結束時的評量還不到水準 Level 5，則到了第四階段 (10,11 年級) 就要根據  

Foundation 課程標準來授課；其他學生則按照 Higher 課程標準來授課。 

就數學教材而言，SMP 教材依照著《標準》的內容制定，在 KS3 學段

SMP 教科書分為三個系列，分別是 T series（最淺），S series（中等）及 C 

series（最深），事實上英國大部分出版社所出版的 KS3 教材也都依照水準分了

三個系列。每個系列（series）分別代表著不同水準範圍，本研究選用 S series

為研究對象，主要原因是選擇一個水準平均值內的教材與台灣做對照。台灣的

綱要和教材可參考英國數學科不管是在綱要或教材上，以不平等對待不平等，

以不同的水準要求不同能力的學生，製造學習機會均等的用心，但或許台灣的

家長還不能接受這樣的理念，所以建議先由銜接教材開始著手，畢竟銜接教材

的一項重要作用就是補強各個不同程度的學生，讓他們能夠順利銜接上後其中

等教育課程。 
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• 能力指標間的關聯性 

在台灣九年一貫的課程綱要中，我們可以整理出 N-2-17 和 S-2-07、N-2-19 和 S-

2-08、N-3-14 和 A-3-05、N-3-15 和 S-3-03 及 N-3-16 和 S-3-06，兩兩能力指標雖

然歸類在不同的學習主題，但內容是一樣的。像是能理解長方形面積、周長與

長方體體積的公式（N-2-17 和 S-2-07），除了需要數與量的學習主題，幾何圖

形上的認知也是不可缺少的。相較於台灣以相同的能力指標內容呈現學生應學

習到的能力，英國的《標準》在結構上有一個特色是交叉索引。《標準》[E4]

的排版格式乃是將正文安排在靠內側三分之二的版面上，在靠外側的三分之一

空白處寫上註解 （Notes）和外部指標 （ATTAINMENT TARGET）。其中註解

通常是關於教學內容的闡述，指明此一項目與未來學習的關係。例如講相似三

角形的對應兩邊比值不變的時候，註解中說明這個觀念是未來學習三角函數的

前置經驗。 

 

• 教科書外觀 

台灣和英國的數學教材都有教科書本、習題習作本、教學指引或教師手冊。 

值得一提的是英國小學 Elmwood Press 所出版之「Target Maths」教材為完全黑

白的講義形式，研究對象的英國小學及中學習題習作本、教學指引或教師手冊

也都是黑白單色呈現，這是與台灣教材非常不同的地方，或許顏色對於數學應

該僅止於符號上的意義而已，但小學就以如此不活潑且形式化的教科書本呈現

教材，是否會影響學生的學習狀況是值得探討的問題。不活潑的編排方式可能

讓本身對於數學感到乏味的學生更排斥學習，形式化的教材或許制式，但學習

目標與題型歸納明確，也可能是幫助學生學習的設計，畢竟年紀小或是還摸不

清楚學習方向的學生依循著明確規範，比較容易在形式化的制約過程中，確保

學習到一些基本知能，而這也是行為主義學習理論的想法。 

 

• 符號的操弄 

英國的教科書中可以看到比台灣多了一些無關數學本身的表格或符號，但這些

記號卻可能隱含了教科書編者所沒有強調的數學概念或事實，以英國正切函數

為例： 

 98



a
adj

opp opposite: 角 a 的對邊

adjacent: 角 a 的鄰邊a
adj

opp

 
 
 

tan oppa
adj

=  

英國教科書中常出現 這類符號，在正切函數八頁的單元中出現了

三次，在正、餘弦函數十四頁的單元中出現了共九次。 

在三角函數單元中出現的時機為引導學生填入數字或需要給定數學記號，

這類符號本身代表了數學上轉換的過程，有點類似於函數的概念，就是給定一

個規則，輸入數字後則會產生一個輸出結果，像是英國 的例題，輸入角

的鄰邊長再乘上 0.7 可求出對邊長。 

tan 35°

鄰邊長 ×  0.7 對邊長

 
英國教材中不直接給學生推導出結論的規則，常常是先要求學生依照例示

的步驟實際操作後，教材才歸納整理出相關的文字敘述。像是上圖「 」，

教材中先請學生測量許多銳角為35 的直角三角形之對邊長。台灣的教材少有這

類符號，多由空格形式的填充題出現。這些符號的出現在認知結構中是否有助

於學生記憶編碼，將看到的符碼轉換為意碼作為長期記憶的一部份，也是值得

探討的議題；但對於研究者而言這類符號不時地出現，讓研究者認為英國教科

書編者或許正有意無意地影響學生後設認知，讓學生時常有機會在一種轉換的

過程中操作符號或規則，進而內化為學生處理數學相關問題的一種方法，然而

這類符號的操弄是台灣數學教科書中所少見的。 

0.7×

°

 

• 數學符號的使用 

英國 SMP 教科書中，教材表示運算中所使用「＋」和「－」號的習慣與研究者

的認知有很大的不同，英國教材在計算例題中呈現「
−+ 」，如此正負號相連的

情況，與一般強調運算符號與性質符號之間以括弧相隔「＋(－) 」，是非常不
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同的，雖不知道是否是教材排版錯誤，亦或教材編者其實有特別的目的才設計

這樣的教材內容，可以知道的是台灣學生在計算題中，以＋(－)符號的運算都

常會發生忘記處理變號的現象，如果不適當的相隔，相信學生在計算過程中會

遇到更多的問題。 

在八年級的 SMP 教材， 第 13 單元「Negative numbers」中，學習目標為使

用四則運算及負數（use all four operations,＋ ,－ ,× and ÷, with negative 

numbers）教材中就呈現了一些令研究者感到雞皮疙瘩的題目，像是

，  及 …。 5 2 7− −+ = − 4 3 12−× = − 2(3 7) 8−− + =

 

• 教材結構內容 

英國教材不斷螺旋式呈現許多課題，這與台灣教材設計是不一樣的地方，台灣

教材雖也有螺旋式呈現課題，但螺旋的感覺卻沒有英國來的強烈。英國教材螺

旋式結構或許是因為《標準》是有法律效力的，教師和學校需負起教導的法律

責任 (statutory duty)。為了讓這個法律能夠執行，必須把「該教什麼」定義清

楚。如果教師或學校被證明沒有按照《標準》教導學生，那就違反了法律。而

教材編者可能認為螺旋式的教材結構是比較能確保《標準》中所規定的課題都

為教學內容。 

台灣和英國學生所使用的數學教科書皆在單元章節的附近，寫有本章或是

本節的學習目標，這是一個引導學生進入此章節前的一個準備，也可達到提醒

教師留意教學目標是否符合教材所編寫的教學目標之功能。但是英國的每個單

元的學習目標數目其實沒有比台灣教材多，小學部分通常只有一個學習目標，

SMP 和 for GCSE 教材的學習目標，可能比台灣多一些，但單元中有一小部分

其實是複習之前的教材已出現的內容，所以學習目標會寫說複習某某概念，像

是正弦、正切函數單元中，第一條學習目標就為：你將會複習正切函數的使用

（You will revise the use of the tangent functions）。這樣的編寫學習目標的方式

是台灣教材中所沒有的部分，台灣教材只編寫該單元的學習目標，而台灣教材

在單元和單元之間的界線是比英國教材結構明顯的多。研究者相信適當地提醒

學生學習過某些內容，並列入學習目標，是符合 Ausubel 所提出的前導組體的

概念，可幫助學生學習新知識或了解更深入的內容也比較明顯地知道新課題在
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整體知識架構上的相對位置。而教材中歸納整理定義或重點的部分，台灣和英

國皆以醒目的底色突顯出重要性。 

值得一提的是關於複習的章節，小學部分台灣的教材設計有「加油小站」

作為複習使用，英國則針對幾個數學主題在教材結束時設計有複習的單元；中

學部分相較於台灣在習作中編製有複習本章的總習題，英國是在教科書中每隔

五到七個單元編製有複習的單元，標題都為「複習」（Review）。「複習」中

的內容是以這五到七個單元的內容為主也是如同台灣習作以題目的方式呈現；

不過特別的是會有一些專門的章節，像是 SMP 九年級第 21 單元，標題是

Angle ，學習目標第一條就是複習之前對於角的操作（revise earlier work on 

angle），教材內容也的確以題目引導複習之前教材所陳述之關於角的知識。 

英國教材每個章節中，都條列式的呈現教學活動和教材內容，教材編製使

用了 A、B、C、D、…等列目，而 A、B、C、D、…各列目下又會出現 A1、

A2、A3、... ，B1、B2、B3、...和 D1、D2、D3、...項目，學習的層次感比台灣

教材章節中的編製鮮明了更多，而這樣的層次也呈現了教材由淺而深的知識內

容、由易而難的教學活動，由簡而繁的計算題型，甚至顯示出一種程序性的過

程幫助學生認知、記憶和學習，研究者認為如此的編排是有機會影響學生學習

的後設認知，學生在依循教材中設計鮮明的步驟，依層次解答問題的同時，無

形中可能會形成一種解題的策略程序，往後學生要解決其他問題的同時，可能

會設法先設計出一系列步驟或程序，而這也是數學解題歷程中的一個重要環

節。 

雖然在研究英國數學教材的過程中沒看到學習經驗評鑑的內容，但研究者

相信英國教材編製者以如此鮮明的層次感設計教材，其實是以泰勒模式的課程

設計架構為雛形具體呈現教材內容，更隱含著編序教學法的精神，而王文科教

授也在《課程與教學論》[34]提到泰勒模式為英國課程專家提供思考的架構。以

層次感鮮明的方式編寫教材，會對學生學習效果產生什麼影響也有待未來的研

究者實證研究。 
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第 5章結論與建議 

學記中提到「禁於未發之謂豫」，若以教學方法之觀點，狹義可解釋為，教

學時先提供相關知識以防學生學習時產生迷失概念。廣義來說，就是提供學生足

夠的先備知識讓學生作為學習前的預備。本研究旨在藉由比較、分析和詮釋單元

間與單元內的知識，探討和論述台灣一到十年級教科書是否有相關的先備知識讓

學生學習三角函數，也檢視鋪陳三角函數相關課題的一貫性與妥適性。並藉由英

國教材之編製順序與內容結構，給予台灣教材編製意見。希冀成果作為 98 學年

度高中課程綱要修訂之學理依據，也希望提供未來教科書撰寫趨勢之參考。依結

論與建議兩部份，分述如下。 

5.1 結論 

5.1.1 與三角函數相關之單元間學習內容 

台灣和英國進入三角函數主題前，在數與量方面介紹了關於「角」、「三角形面

積」、「圓」和「平方和平方根」等量與測量之教材；在代數（含樣式、關係、函

數與坐標圖形）方面介紹了「未知數/未知量」、「方程式」、「函數」、「方位」、「坐

標平面」和「關係（比、比例和比值）」等教材；在圖形與幾何方面介紹了「水

平」、「垂直」、「平行」、「三角形」、「圓」、「相似形」和「畢氏定理」。 

 

• 數與量方面 

1. 台灣教材在處理「角」、「三角形面積」和「圓」等課題，時間上比英國教材

來的早，進度上比英國快，內容知識上也比英國深。 

2. 英國「平方和平方根」的教材內容，比台灣教材早開始，以螺旋式的教材編

排，學生有較多反覆演練的機會直到教材引出畢氏定理課題。 
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• 代數方面 

1. 英國教材「未知數/未知量」、「方程式」、「函數」、「方位」和「坐標平面」單

元比台灣早開始做鋪陳。使用「未知數/未知量」，「方位」和「坐標平面」等

概念都比台灣機會多。 

2. 在「方程式」方面，台灣比英國注重方程式解及聯立方程解在坐標平面上的 

意義。  

3. 在「函數」概念方面，英國從 SMP 教材開始介紹函數的概念，在國中階段英

國比台灣教材深入，但是直到 for GCSE 的教材中仍只要求十年級學生掌握一

次，二次函數和基本的三角函數；而我國目前在十年級則要求學生了解指數、

對數函數和三角函數的概念和性質。  

 

• 圖形與幾何方面 

在幾何方面，英國對幾何的教學和推理論證的要求低於我國。我國在幾何方面的

作圖教材已經較過去簡化，對學生在三段式的論證方法上也沒有以往的要求，但

即使如此，我國的教材中仍保有某些經過嚴格證明的幾何性質。然而英國在作圖

和幾何等單元的教材呈現上，只以某些圖示或活動引導學生操作及計算，讓學生

了解作圖規則和幾何性質。 

1. 台灣教材介紹「水平」、「垂直」和「平行」等概念，教材中皆以較英國實際 

 的操作活動，引導學生了解「水平」、「垂直」及「平行」概念。 

2. 台灣教材在三角函數單元前，比英國教材早介紹多很多關於「三角形」和「圓」  

 的相關性質，而這些性質會在正弦、餘弦定理中加以應用。 

3. 台灣和英國在相似形的教材設計都是先介紹相似多邊形，再介紹相似三角形， 

 英國教材螺旋式呈現相似形教材的次數也比台灣多。 

4. 台灣和英國都在三角函數單元前介紹畢氏定理，但是台灣比英國早介紹畢氏 

 定理，台灣在國中教材和英國 SMP 和 for GCSE 教材都沒有利用畢氏定理介紹   

 兩點距離公式。 
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5.1.2 單元內主題比重 

三角函數單元中各重要的主題佔了一定份量，經由研究三角函數單元內主題，並

探討教材是否對於文獻探討中所提之錯誤類型的主題，設計相關的教學活動幫助

學生具備前置經驗，研究者做出以下結論： 

1. 台灣教材在三角函數單元內設計的教學主題有：「銳角三角函數」、「三角函數 

 的基本關係」、「簡易測量與三角函數值表」、「廣義角的三角函數」、「正弦定理 

 與餘弦定理」、「基本三角測量」、「三角函數的圖形」、「和角公式」、「倍角、半 

 角公式」、「和、差與積的互化」、「正弦餘弦函數之疊合」和「反三角函數的基 

 本概念」。 

2. 英國教材三角函數單元內教學主題有：「銳角三角函數」、「三角函數的基本關 

 係（平方關係）」和「簡易測量與三角函數值表」。 

3. 文獻探討歸納學生常出現的錯誤類型主題有：「角度與弧度」的轉換、「廣義 

 角」的概念、「正弦定理」與「餘弦定理」的應用、「三角函數之圖形問題」、「三 

 角函數之週期問題」、「應用問題（測量問題）」和「反三角函數」。 

  台灣教材在定義弧度時發生定義內容不一致的現象，須幫學生釐清觀念，若

從幾何想法為出發點弧度為圓心角的度數，若從數與量的觀點則定義一弧度為常

數
0360

2π
；對於函數性質及圖形的鋪陳時間較英國短少，但台灣和英國教材中對

於函數的週期性質都沒有在三角函數單元前提及；英國教材對於測量問題並沒有

應用正弦與餘弦定理，測量的題型則類似於台灣教材的簡易測量；英國教材三角

函數內容以銳角三角函數為主，有提到反函數的記號，但不像台灣注重定義形式

的函數對應關係，僅以計算機或查簡表的方式找出三角函數值所對應之原本銳角

度數。 
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5.1.3 潛在課程 

台灣和英國教材都在學生比較不常接觸或注意的綱要中，編製著影響學生學習教

材的指標規範。在教科書外觀和形式、教材中的符號和內容結構也都可能有意無

意的影響學生學習效果。 

 

5.2 建議 

本研究選擇台灣和英國之其中一種教材進行分析，研究結論雖不可任意推論至其

他教材上，但仍期望能提供編製教材之課程設計者與未來研究者一些意見。 

 

5.2.1 編製教材之課程設計者 

• 留意各單元與三角函數的關聯性 

1. 數與量方面：平方與平方根單元，可增加平方和平方根的計算練習，可如同

能力指標 N-1-1 的設計，在九年一貫第三階段能力指標中補充，能初步掌握非

負整數數詞序列的規律，並能以具體的量、聲音、圖像、數字，進行說、讀、

聽、寫、做的活動，表徵 1 到 30 以內整數的平方及 1000 以內完全平方數的平

方根計算。弧度與角度單位的轉換關係可在進入三角函數單元之前，加強學生

對於計算上的熟練度。 

2. 代數方面：在九年一貫第二階段尾聲，可配合語文領域提前引入未知數的記

號；中學階段可利用台灣教材在方程式的編寫，提前引入函數的概念，包括對

於函數週期的數感，而九年一貫教材內容關於方程式的單元若加以論述也可以

如同英國教材介紹函數的基礎知識。 

3. 圖形與幾何方面：除了可參考相關的幾何認知發展理論，如 Van Hiele 理論， 

以便掌握學生對於幾何思維層次輔助教學，對於三角函數相關的重要幾何性

質， 如：三角形中線、平分線等性質及圓與三角形的關係，都可在三角函數

教學前多加複習。 
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• 調整單元內主題比重、順序 

經由研究結果可發現，同樣在十年級英國三角函數教材內容的主題數比台灣少了

許多，或許英國對於幾何性質上的基礎知識沒有台灣教材來的完整是主要原因，

但台灣對於函數性質的教材論述時間卻也比英國短少了許多，台灣教材可考慮，

刪除一些形式化定義的內容，如同文獻探討中 Eli Maor 指出一些以集合符號及語

言佔據了三角學的討論，而反三角函數主題就是需要學生記憶許多定義域與值域

的範圍。課程設計者可適當的剪裁教材，建議教材可將重心先放在，三角學在幾

何測量重要應用，讓三角函數單元主題以測量上的用途呈現，爾後教材再呈現三

角函數於分析上的理論與用途。 

  研究同時也發現，英國教導學生三角學的部分無論是前一版（2000，屠耀華

等譯） SMP 之教材，或是研究對象 for GCSE 的教材，都是先教導學生認知並應

用正切函數，而學生學習正切函數之前，教材則編製有直線方程式斜率的計算，

斜率的計算形式則與計算三角比正切值相類似。編製三角函數教材可考慮將教材

已經提出的某些主題及其形式加以連結，讓學生感受到主題間的關係。 

 

• 分段實施三角函數單元內容 

由英國教材可以發現，在十年級呈現的三角函數內容以三角比及其他基本的三角

學的概念為主。目前台灣教材在十年級的三角函數單元內容，知識內容上顯得比

英國多且深，雖然相關知識都有在十年級前加以鋪陳，但還是顯得不足。像是三

角恆等式的部份需要用到比例的代數性質（和比、分比性質），但台灣在教導三

角函數單元前的教材中已不深入的觸及此類代數性質。因此未來台灣教材設計三

角函數單元，除了配合小學、中學教材相關知識內容，再參考與台灣相同年級的

英國十年級教材內容，適當的切割主題後，至少可分為兩階段完成三角函數的內

容。 

 

 

 106



• 三角函數銜接教材 

課程設計者應注意已使用九年一貫教材卻仍未使用新的高中數學正式綱要教材

的後期中等教育學生，研究者在銜接進入三角函數教材提供以下意見： 

1. 銜接教材之時間：銜接三角函數單元應至少分為兩個時間點，函數的概念應

在學生進入高一前施以相關的補充教材，本研究發現英國教材在編製三角函數

課題前已有許多與函數相關的單元；三角比的教材可與進入廣義角三角函數的

教學時間點切開，形成另一個銜接教材的教學時間點，讓教材有機會螺旋式的

幫助學生熟練相關定義。 

2. 銜接教材之主題： 

代數方面應重視「函數教材」，函數概念是 94 學年度進入後期中等教育的學生

在認知上比較薄弱的一環，研究發現九年一貫的教材對於函數教材的設計並不

強調。圖形與幾何方面應複習「三角形」和「圓」的性質，台灣教材進入三角

函數後會深入的介紹正弦與餘弦定理，故「三角形」和「圓」的性質和關係應

加強論述。 

 

• 潛在課程的編製 

教材中善意但不制式或不規範性地使用一些符號或程序，可能影響學生建立學習

的後設認知或是記憶知識的方式。課程設計者在教材中，可考慮參考英國教材一

般使用相關符號，並加強學習內容於教材結構上的層次感。而為了讓學生更能了

解教材的銜接性，課程設計者也可妥切地在單元的開始如同英國編製有複習之前

學習內容的學習目標和內容，或在單元尾聲引入概念構圖，構圖可能不為正式教

材的一部份，但卻也會影響學生對於教材單元間銜接上的認知，為一種形式的潛

在課程。唯潛在課程的設計須請課程編製者更加注意相關的設計哲學。 
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5.2.2 未來研究方向 

• 改變研究對象 

本研究的研究期程正值第一屆九年一貫的學生進入後期中等教育，但他們所使用

的教科書是依照九年一貫暫行綱要所制定，未來可以針對依照九年一貫正式綱要

所製定的教材加以深入探討。另外，部編版的教科書正在陸續發行中，或許部編

版可能是一種形式教材規範，但部編版教材的目的卻可能只是建議學生所需學習

知識的最低標準，因此若未來研究者能夠探討目編版的教材，改變研究對象，相

信會有不同的發現與建議。 

 

• 課程評鑑與教學現場 

一個完整的課程設計包括課程評鑑，建議未來的研究者可以多元的評量方式像是

文獻探討提到的概念構圖評量，檢視學生對於教材中三角函數相關主題的理解程

度為何。訪談教材編者的課程設計理念，並實際觀察其教學現場，一個課程的實

施地方為教學現場，未來的研究者可進入教學現場實觀察學生的學習狀況與教材

實施成效。 

 

• 教師教學經驗與學生學習狀況 

可配合九年一貫第一屆畢業的高一學生，進行三角函數問卷調查、訪談教師教學

及探討學生學習狀況。藉由自編測驗和問卷調查，探討高一學生學習三角函數課

題的學習狀況，藉由質性訪談了解教師對於三角函數課題教科書編排的意見。而

目前中央大學數學研究所，江佳玲與黃鈺芸同學正進行相關研究。 

 

• 重視課程設計的哲學 

數學教材中雖不同於社會科學中所存在的潛在課程或意識形態之概念，但在符號

的使用與教材單元內容的編製結構，還是可能會與正式課程產生互相滲透的現

象。某些單元內容教材編製多了，可能會排擠另一部分教材內容的呈現。而哪些
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內容是可以被剪裁的？又為什麼可以被剪裁？像是刪除國中三角函數單元的理

由為何？而為什麼另一些單元可以被保留？這可能就牽涉到課程設計者對於數

學教材編製與發展的哲學，未來研究者可配合所研究的數學主題，更深入探討數

學教材中存在的哲學，讓課程設計者編製課程時能深入思考相關問題。 

 

• 數學科在後期中等教育與九年一貫課程、大學教育間的斷層 

目前後期中等教育的數學科教材內容，以十年級為例台灣顯得比英國 for GCSE

教材來得厚實，台灣教材編寫比英國多很多的三角函數的內容。但這麼大量的數

學知識呈現在台灣後期中等教育的教材中，九年一貫教材數學領域所提供的先備

知識卻可能有捉襟見肘的感覺，像是目前的三角函數教材內容需要深入用到許多

關於圓和三角形的性質，但九年一貫課程教材卻沒有如此深入地提出相關知識內

涵；另外後期中等教育數學科教材內容雖然艱澀，但大學教授卻可能也不認為學

生具有相當的數學程度學習大學教育中的數學課程，因此數學科教材內容在後期

中等教育與九年一貫課程、大學教育間是否存在斷層？進入大學的指定考科成績

又能否真實反映學生的數學程度？這些問題也都與教材編製有所關聯，因此未來

研究方向可以繼續探討關於數學科銜接斷層的議題。 
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附錄一  
函數概念構圖 

已經學習的教材 本章教材 將學習的教材 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 

 
 自然數 解不等式 

集合的基本概念 

數線 排列、組合、機率 

數系發展 
N   Z Q R C 

國中平面幾何 簡單的邏輯概念 公式、定理的証明 

生活中的實例 

正比函數 函數的基本概念 

反比函數 

多項函數 

指數函數 

對數函數 

三角函數 

反三角函數 

函數的極限 

（引自南一版高中第一冊教師手冊） 
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函數概念構圖 
已學習的教材 本章教材 將習教材 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

（引自康熙版高中第一冊教師手冊） 
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三角函數概念構圖 
已經學習的教材 本章教材 將習教材 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

     
 

   
 

 
 

 

 

      

 

    

 

         

         

    

   

    

                   

         

              

 
商高定理 直角三角形與相似原理

（引自康熙版高中第二冊教師手冊） 

測量 

餘弦定理 正弦定理 

投影定理 

面積公式 
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三角函數值表(含內插法) 
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三角函數概念構圖 
已經學習的教材 本章教材 將習教材 

 

 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

   

    
 

     

   

     

 

     

     

    

     

 

 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

     

 

 

 
 

 

 

 

幾何應用 角的弧度量 有向角的度量 

三角函數與其圖形

（引自康熙版高中第二冊教師手冊）
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函數概念構圖 

 

http://www.math.ntnu.edu.t .doc 
（引自行政院國家科學委員會專題研究計劃期中報告

子計劃八：青少年的函數概念發展研究）
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形
是

的
圖
形
是

直線 包
含 

的
圖
形
是

是形圖的 

也
可
以
表
示
為

表格
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附錄二 與三角函數有關連之教材結構圖（引自南一版國中教師手冊） 
第六冊 圓的性質教材地位分析圖 

已習教材能力指標 本章教材 
未習教材 
能力指標 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
直線與圓 
點與圓的位置關係 
直線與圓的位置關係 
兩圓的位置關係 
切線的基本性質 
兩圓的公切線 

圓心角、圓周角與弦切角 
三角形的外接圓 
等弧所對的弦 
圓周角與其所對的弧 
弦切角與其所夾的弧 

S-4-7 

S-4-8 

S-4-1 

S-4-2 

S-4-3 

A-4-12 

S-3-10 

S-4-1 

S-4-5 

S-4-9 

A-4-9 

• 已習教材能力指標 
S-4-7  能辨別檢驗兩圖形是否相似。 
S-4-8  能運用相似三角形的性質進行簡易測量。 
S-3-10 能透過實測辨識三角形、四邊形、圓的性質。 
S-4-1  能根據給定的性質作局部推理。 
S-4-4  能根據性質瞭解某些圖形間的包含關係。 
S-4-5  能瞭解垂直、平行的定義。 
S-4-9  能根據直尺、圓規操作過程的敘述，完成尺規作圖。 
A-4-9  能認識商高定理及其生活中的應用。 
• 本章教材能力指標 
S-4-1 能根據給定的性質作局部推理。 
S-4-2 能非形式地辨識敘述及其逆敘述間的不同。 
S-4-3 能以最少性質辨認刻畫一個圖形並瞭解定義的意義。 
• 未習教材能力指標 
S-4-1  能根據給定的性質作局部推理。 
S-4-2  能非形式地辨識敘述及其逆敘述間的不同。 
S-4-3  能以最少性質辨認刻畫一個圖形並瞭解定義的意義。 
A-4-12 觀察生活週遭或其他學科領域中的數學，認識數學的用途與數學思維的

特性。 
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第五冊 比例與相似三角形教材地位分析圖 

已習教材能力指標 本章教材 
未習教材 
能力指標 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
比與比例式 
比與比值 
比例式 
連比 

比例線段與相似三角形 
比例線段 
相似三角形 

N-3-15 

N-3-7 

A-3-7 

A-4-4 

A-4-11 

S-3-9 

S-3-10 

A-4-10 

A-4-12 

S-4-1 

S-4-2 

• 已習教材能力指標 
N-3-15 能在情境中理解比、比例(包括正比例和反比例)、比值、率(百分率、ppm) 
        的意義。 
N-3-7 能用分數倍的概念，整合以分數為除數的包含除和等分除的運算格式。 
A-3-7 能察覺數量模式與數量模式之間的關係。 
A-4-4 能利用一次式解決生活情境中的問題。 
A-4-11 能利用配方法或十字交乘法解一元二次方程式。 
S-3-9 能辨識基本圖形間對應邊長成比例時的形狀關係。 
S-3-10 能透過實測辨識三角形、四邊形、圓的性質。 
• 本章教材能力指標 
S-4-7 能辨別檢驗兩圖形是否相似。 
S-4-8 能運用相似三角形的性質進行簡易測量。 
• 未習教材能力指標 
A-4-10 能認識、欣賞生活中或其他學科領域常用的公式。 
A-4-12 觀察生活週遭或其他學科領域中的數學，認識數學的用途與數學思維的     
        特性。 
S-4-1 能根據給定的性質作局部推理。 
S-4-2 能非形式地辨識敘述及其逆敘述間的不同。 
 
 

 119



第四冊 平方根與商高定理教材地位分析圖 

已習教材能力指標 本章教材 
未習教材 
能力指標 

 
 

 
 
 
 

 
平方根 
平方根的意義 
根號 
電算器求平方根 
平方根的化簡 

N-2-13 

商高定理 
認識商高定理 
商高定理的應用 

A-4-11 

• 已習教材能力指標 
N-2-13 能以個別單位的方式(利用等物合成複製後)描述面積、體積，並能用乘 
       法簡化長方形面積、長方體體積之點算。 
• 本章教材能力指標 
A-4-7  能認識平方根以及用電算器看出其近似值。 
A-4-9  能認識商高定理及其生活中的應用。 
• 未習教材能力指標 
A-4-11 能利用配方法或十字交乘法解一元二次方程式。 
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第三冊 二元一次方程式的圖形教材地位分析圖 

已習教材能力指標 本章教材 
未習教材 
能力指標 

 
 

 
 
 
 

 

• 已習教材能力指標 

平面坐標系 
直線坐標系 
平面上一點的位置 
坐標平面上的點與坐標 

二元一次方程式的圖形 
把方程式轉換成圖形 
二元一次方程式的圖形 
聯立方程式的幾何意義 

A-3-1 

A-3-5 

A-3-11 

N-2-19 

S-1-6 

S-2-4 

S-3-6 

A-2-3 

A-3-2 

A-4-6 

S-2-5 

S-3-2 

S-3-6 

S-3-7 

N-2-15

S-4-1 

S-4-4 

S-4-5 

S-4-9 

A-3-11  能以「正、負」表徵生活中相對的量，並能操作負整數的合成分解。 
A-3-5   能察覺簡易數量樣式與數量樣式之間的關係。 
A-3-1   能用 x、y、…的式子表徵生活情境中的未知量及變量。 
N-2-19 能利用等分好的線段上，做出一條簡單的整數數線，並能進一步延伸至 
        簡單的分數和小數的數線。 
S-1-6 能運用上下、左右、前後、內外等方位語詞描述兩物的相對位置。 
S-2-4 能運用東西南北的語詞描述位置及方向。 
S-3-6 能運用直角坐標系及方位距離來標定位置。 
A-2-3 能透過具體觀察及探索，察覺簡易數量模式，並能描述模式的一些特性。 
A-3-2 能將生活情境中的問題表徵為含有 x、y、…的等式或不等式，透過生 
        活經驗檢驗、判斷其解，並能解釋式子及解與原問題情境的關係。 
A-4-6 能做正負數的四則運算。 
S-2-5 能瞭解兩鉛垂直線及兩水平直線互相平行。 
S-3-2 能指出合於所予性質的形體。 
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S-3-6 能運用直角坐標系及方位距離來標定位置。 
S-3-7 能瞭解平面上兩直線互相平行、垂直的概念。 
N-2-15 能用不同的想法，檢驗答案的合理性。 
• 本章教材能力指標 
A-4-2   能解從生活情境問題中列出的二元一次聯立方程式。 
A-4-10  能認識、欣賞生活中或其他學科領域常用的公式。 
A-4-12  觀察生活週遭或其他學科領域中的數學，認識數學的用途與數學思維的

特性。 
• 未習教材能力指標 
S-4-1    能根據給定的性質作局部推理。 
S-4-4    能根據性質瞭解某些圖形間的包含關係。 
S-4-5    能瞭解垂直、平行的定義。 
S-4-9    能根據直尺、圓規操作過程的敘述，完成尺規作圖。 
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第二冊 幾何量的變動教材地位分析圖 

已習教材能力指標 本章教材 
未習教材 
能力指標 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

• 已習教材能力指標 

長度與角度的變動 
捷徑的總長 
角的弧度與弧長 
N 邊形的內角和與外角和 

面積的變動 
三角形、平行四邊形與梯形的

面積 

D-4-2 

A-4-10 

A-4-12 

S-3-7 

S-2-6 

S-3-9 

N-3-19 

A-3-6 

S-3-5 

S-3-5 能利用形體的性質解決幾何問題。 
S-2-6 能瞭解張開程度、旋轉程度和角的關係。 
S-3-7 能瞭解平面上兩直線互相平行、垂直的概念。 
A-3-6 能瞭解幾何量的各種表徵模式。 
S-3-9 能辨識基本圖形間對應邊長成比例時的形狀關係。 
N-3-19 能察覺梯形、三角形、長方形、平行四邊形等面積公式之間的關係。 
• 本章教材能力指標 
A-3-9   能瞭解幾何量不同表徵樣式之間的關係。 
A-3-11  能以「正、負」表徵生活中相對的量，並能操作負整數的合成分解。 
S-3-11 能操作圖形之間的轉換組合。 
• 未習教材能力指標 
D-4-2 能將資料整理成圓形百分圖，並抽取圓形百分圖中有意義的資訊，加以 

解讀。 
A-4-10 能認識、欣賞生活中或其他學科領域常用的公式。 
A-4-12 觀察生活週遭或其他學科領域中的數學，認識數學的用途與數學思維的

特性。 
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第二冊 幾何圖形的變動教材地位分析圖 

已習教材能力指標 本章教材 
未習教材 
能力指標 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

• 已習教材能力指標 
S-2-7 能辨認平面圖形上的線對稱關係。 

線對稱圖形 
線對稱的意義 
畫出線對稱圖形 

圖形的放大與縮小 
多邊形的放大與縮小 
在方格紙上畫出放大與縮小圖 
相似三角形 

S-4-5 

S-4-6 

S-4-7 

S-4-8 S-2-8 

S-2-5 

S-3-7 

S-2-7 

S-2-5 能瞭解兩鉛垂直線及兩水平直線互相平行。 
S-3-7 能瞭解平面上兩直線互相平行、垂直的概念。 
S-2-8 能運用切割重組，理解三角形、平行四邊形與梯形的面積公式。 
• 本章教材 
S-3-8 能瞭解平面圖形線對稱的意義。 
S-3-9 能辨識基本圖形間對應邊長成比例時的形狀關係。 
• 未習教材能力指標 
S-4-5 能瞭解垂直、平行的定義。 
S-4-6 能利用垂直平分的概念檢驗對稱軸。 
S-4-7 能辨別檢驗兩圖形是否相似 
S-4-8 能運用相似三角形的性質進行簡易測量 
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第二冊 幾何圖形的性質教材地位分析圖 
未習教材 

已習教材能力指標 本章教材 
能力指標 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

• 已習教材能力指標 
S-3-3 從一類形體的特性中，指出那些性質也適用於另一類形體。 
S-3-7 能瞭解平面上兩直線互相平行、垂直的概念。 

三角形的性質 
組成三角形的要素 
等腰三角形的性質 
三角形的邊角關係 
三角形兩邊中點連線性質 

四邊形的性質 
認識四邊形及其組成要素 
平行四邊形及其性質 
四邊形的對角線 

S-3-3 

S-3-7 

S-3-2 

S-3-8 

S-4-6 

S-3-9 

S-3-11 

S-4-5 

S-4-4 

S-3-1 

S-3-5 

圓形 
認識圖形 
找圓心 

S-4-1 

S-3-2 能指出合於所予性質的形體。 
S-3-1 能使用形體的性質描述某一類形體。 
S-3-5 能利用形體的性質解決幾何問題。 
• 本章教材 
S-3-10 能透過實測辨識三角形、四邊形、圓的性質。 
• 未習教材能力指標 
S-3-8 能瞭解平面圖形線對稱的意義。 
S-4-6 能利用垂直平分的概念檢驗對稱軸。 
S-3-9 能辨識基本圖形間對應邊長成比例時的形狀關係。 
S-3-11 能操作圖形之間的轉換組合。 
S-4-4 能根據性質瞭解某些圖形間的包含關係。 
S-4-5 能瞭解垂直、平行的定義。 
S-4-1 能根據給定的性質作局部推理。 
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附錄三 與三角函數有關連之教材結構圖（民國 83 年修正之數學課程標準） 
已習教材 本章教材 將習教材 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

（引自 民國 87 年部編版第六冊教師手冊） 
 

兩直角三角形，若有一邊銳角

對應相等，則其對應邊所成的

三個比的比值也對應相等 相似三角形 

30ο、45ο  與 60ο  角的正弦、

餘弦及正切函數值 

廣義角的六

個三角函數 
銳角三角函數 

商高定理 

三角函數的基本性質：

1. 銳角三角函數值皆 
 為正數 
2. 商數關係 
3. 平方關係 
4. 餘角關係 

已知一銳角的某個三角函

數值，求該銳角的其他三

角函數值

用查表法或 

電算器求三

角函數值 

三角函數在測量上的應用 
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已習教材 本章教材 將習教材 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

 
 
 

 
 

（引自 民國 87 年部編版第五冊教師手冊第 46 頁） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

三角形的基本性質 

點與圓的位置關係 

直線與圓的位置關係 

圓與圓的位置關係 

圓心角 

圓周角 

弦切角 

三 角 函 數 的

基本概念 

三 角 函 數 的

性質與應用 

簡單平面圖形 

平方根的意義 

商高定理 

簡單的幾何圖形 
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已習教材 本章教材 將習教材 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 

（引自 民國 87 年部編版第五冊教師手冊第 17 頁） 
 
 
 
 
 
 
 
 

相似形的應用 

平行 (#4) 

生活中的放大圖與縮小圖 

相似形的意義 

三角形 AA 相似性質 

平行線截比例線段 

三角形 SAS 相似性質 

截三角形兩邊成比例線段

的截線與第三邊平行

三角形 SSS 相似性質 

相似三角形的簡單應用 

數值三角 

幾何學 

三 角 函 數 的

基本概念 

三 角 函 數 的

性質與應用 

縮圖和比例尺(國小) 

簡單的幾何圖形 

三角形的基本性質 

比與比例式(#2) 
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已習教材 本章教材 將習教材 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 

（引自 民國 87 年部編版第四冊教師手冊第 88 頁） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

三角形的外角和定理 

三角形的內角和定理 

三角形的外角定理 

多邊形的內角和與外角和 

三角形的全等 

三角形的邊角關係 

幾何與證明 

圖形的全等 

三角形的內角和 

簡單的幾何圖形 
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已習教材 本章教材 將習教材 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 

（引自 民國 87 年部編版第四冊教師手冊第 46 頁） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

簡單平面圖形的性質 

尺規作圖，作等線段與等角

垂直與平分的性質 

尺規作圖垂直與平分 

簡單立體圖形的性質 

空間幾何 

三角形的基

本性質 

幾何與證明 

簡單平面圖形 

簡單立體圖形 

垂直與平分 
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已習教材 本章教材 將習教材 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

（引自 民國 87 年部編版第三冊教師手冊第 17 頁） 

面積 
以文字符號表示 
長方形的面積

多項式及相關名稱的介紹 

多項式的加減運算 

以文字符號表示 
正方形的面積 

式子的運算 
因式分解 

乘法公式與 

因式分解 

一元二次方

程式 

由面積的計算導出 

( )( )a b c d
ac ad bc bd
+ +
+ + +

 
=

由面積的計算導出 
2

2 2

( )
2

a b
a ab b
±

± +
 

=

由面積的計算導出 

2 2

( )( )a b a b
a b
+ −

= −
 

商高定理的介紹 數值三角 

多項式的乘除運算 商高定理的

應用 
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已習教材 本章教材 將習教材 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

測量實物的長度、重量和角

度，並以四捨五入法讀出 

（引自 民國 87 年部編版第二冊教師手冊第 110 頁） 
 

近似值

概數 

稱重量、量長度 
數值三角 

統計 概數的意義與取法 

由近似值推算 
實際值的範圍 

近似值的意義與取法 

用乘方開方表查 
平方根與立方根 

圓周率

電算器

正方形的邊長 
與面積 

立方體的體積 

平方根 

的意義 

立方根 

的意義 

十分逼近法 

一元二次 

方程式 

比例中項 

用電算機按 

出正平方根 
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